
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books white helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 



Sammlung Schu bert LVi 



j,\s7c:/»'^ 



Spezielle 

ene is^urven 



von 



bnHelttrich Wielcitner 



[iSMmiit} 



s'v-cr-^s 



'•irir^ 



Saminlung Schubej 

Sammlnng mathematischer Lehrbficlier. 

Verzeichnis der ereohlenenen und projektierte^ 

Erschienen sind bis November 1908: 

Band I: Elementare Arithmetik und Algebra von Profes 

mann Schubert in Hamburg. Geb. M. 2.80. 
Band II: Elementare Planimetrie von Prof. W. Pflieger in . . 

ster i. E. Geb. M. 4.80. 
Band III: Ebene und sphärische Trigonometrie von i)r. F. Bo! 

in Hamburg. 2. Aufl. Geb. M. 2.—. 
Band IV: Elementare Stereometrie von Dr. F Bohnert in Ham . :.. 

Geb. M. 2.40. 
Band V: Niedere Analysls I. Teil: Kombinatorik, Wahrscheli ;. 

keltsreohnung, Kettenbrüche und dlophan tische Glelchungei 

Prof. Dr. Hermann Schubert in Hamburg. 2. Aufl. Geb. M. 
Band VI: Algebra mit Einschluß der elementaren Zahlentheorl . 

Dr. Otto Pund in Altona. Geb. M. 4.40. 
Band VII: Ebene Geometrie der Lage von Prof. Dr. Rud. Bö^ 

Hamburg. Geb. M. 5. — . 
Band VIII: Analytische Geometrie der Ebene von Prof. Dr. . 

Simon in Straßburg. Geb. M. 6. — . 
Band IX: Analytische Geometrie des Raumes I. Teil : Gi 

Ebene, Kugel von Prof. Dr. Max Simon in Straßbur«. Geb. M. 
Band X: Differential- und Integralrechnung I. Teil : Differe; 

rechnnng von Prof. Dr. W. Franz Meyer in Königsberg. Geb. M 
Band XI: Differential- und Integralrechnung II. Teil: Int > 

rechnung von Prof. Dr. W. Franz Meyer in Königsberg. 

M. 10.— . 
Band XII: Darstellende Geometrie I. Teil: Elemente der » 

stellenden Geometrie von Dr. John Schröder in Hamburg. :'u .-■': 

M. 6.—. • ;v;>;;;.- 

Band XIII: Differentialgleichungen von Prof. Dr. L. Schlesinj ;.::»[:1: 

Klausenburg. 2. Aufl. Geb. M. 8.—. f^"' 

■ Band XIV: Praxis der Gleichungen von Prof. Dr. C. Runge in| 

nover. Geb. M. 6.20. 
Band XVIII: Geschichte der Mathematik L TeU von Pro^ 

S. Günther in München. Geb. M. 9.60. 
Band XIX: Wahrschelnllchkelts- und Auiglelehnngsnehnu 

Dr. Norbert Herz in Wien. Geb. M. 8.—. 
Band XX: Versicherungsmathematik von Dr. W. Grofl 

Wien. Geb. M. 5.—. 
Band XXIII: Geodftsle von Prof. Dr. A. Galle in PotodAUL { 

M. 8 — . 
Band XXV: Analytlseho Geometrie des RanmM H» ' 

Flächen zweiten Gradei von Prof. Dr. Max Simon .inrf 

Geb. M. 4.40. 

' ^vvil: GeometriMho Truaformattos^ t^4 
- -— «tionen noM Ihrtn 



. XXVIII: Geometrische Tranjf:r=A-:i^T ::. 7-I 
atischen und höheren, birttisii:«:: ? ;.-.it.*i.:s '.fT.^;; 

of. Dt. Karl Dciehlemanr. ir. M -:. .--. 
XXIX; Allgemeine Theone i*: Ri ;= t ;.-» *•: ;. Tu. -. 
n Prcrf. Dr. Victor KoEr.ir.er-r.. .l ?> .' -.i- •. ..: : .- • 
mimeVeU in Heilbronn. • r'. }: r •• 
XXÄ: EUiptische Funktio-e- I. T*.. T:*:-^ x- -] 
inktloQen aus analytischen AiJü.-iii*-. *: -w <*-: 
. Karl Boehm »n Hr.d-:.'.-:» -■ ' • • 
XXXT; Theorie der aljetri:«-.*- •;-.*-. x^- ;■:- 
^rajfl von Oberlehrer E L?r. -:.--:• - •:, 
XXXII: Theorie und PriO 1*: S* -.*-. • - • 
Hannover, fieb. M T — 

XXXIV: LInlengeomet.-:* -.:*-.¥*: :::j-r . *-:. 
.-. Konrad Zindler ir. Ir.r.--.-. • 
XXXV: Mehrdimensisr.i.» G*-.r.*"* •<. i>$. 
iume von Prof. Dr. P H *•-.■■ - ■ . • 
XXX Vir Mehrdimer.<:sr.iL» S*:-*--- . •- :^«, 
m rrof Dr. P. H. -:. .-^ ' • • . - 
XXXVII: Lehrbuch :*r K*:-*- ♦ . ^ ---^' ^ 
_F. Kari Heun ir; K<:- -•.' 

XXXVIII: An?%fi»r.c:* ?-.-*v.i, 
mdlung I. Teil v :. \*- ' ?. • - 
XXXIX: Thermoi:.r.i:."'..c : T». 
'ittingen. 0*;o. *•! . . 
XL: Mathematisch* 0;- c - - 
irg. Geb. M. *'• 
XLI: Theorii i*f 
ektrostatik und 
iiß. Geh. M. 5.—. 
XLll: Theorie d« 

AgneUstDus und EU^mwma^m^mm ^m P^ ir 
Hamburg. GeU M. I^-^. 
XLIII: Thcorltta 




Band LI: Liniengeometrie mit Anwendungen IL Tel! von Prof. 

Dr. Konrad Zindler in Innsbruck. Geb. M. 8. — . 
Band LH: Theorie der geometrischen Konstruktionen von Professor 

Aug. Adler in Wien. Geb. M. 9.^-. 
Band LIII: Grundlehren der neueren Zahlentheorle von Professor 

Dr. Paul Bachmann in Weimar. Geb. M. 6.50. 
Band LIV: Analytische Geometrie aul der Kugel von Studienrat 

Prof. Dr. Rieh. Heger in Dresden. Geb. M. 4.40. 
Band LV: Gruppen- u. Substitutionentheorie von Prof. Dr. Eugen 

Netto in Gießen. Geb* M. 5.20. 
Band LVI: Spezielle ebene Kurven von Dr. Heim*. Wieleitner in 

Speyer. Geb. M. 12.—. 
Band LVII: Komplex - Symbolik von k. k. Leutnant ftoland 

Weitzenböck in Linz a. D. Geb. M. 4.80. 



In Vorbereitung bzw. projektiert sind : 

Darstellende Geometrie von Prof. Dr. Th. Schmid in Wien. 
Geschichte der Mathematik IL Teil von Prof. Dr. A. v. Braunmühl 

in München. 
Dynamik von Prof. Dr. K^rl Heun in ELarlsruhe. 
Technische Mechanik von Prof. Dr. Karl Heun in Elarlsruhe. 
Allgemeine Funktionentheorie von Dr. Paul Epstein, in Straßburg. 
Räumliche projektive Geometrie. 

Elliptische Funktionen IL Teil von Dr. Karl Boehm in Heidelberg. 
Allgemeine Formen- und Invariantentheorie von Prof. Dr. W. Franz 

Meyer in Königsberg. 
Angewandte Potentialtheorie in elementarer Behandlung IL Teil von 

Prof. E. Grimsehl in Hamburg. 
Liniengeometrie III. Teil von Prof. Dr. Konrad Zindler in Innsbruck. 
Elektromagnetische Lichttheorie von Prof. Dr. J. Classen in Hamburg. 
Theorie der Flächen dritter Ordnung. 

Mathematische Potentialtheorie von Prof. Dr. A. Wangerin in Halle. 
Elastlzitäts- und Festigkeitslehre im Bauwesen von ^t.'':3ng. H. Reißner 

in Berlin. 
Elastlzitäts- und Festigkeitslehre im Maschinenbau von Dr. Rudolf 

Wagner in Stettin. 
Graphisches Rechnen von Prof. Aug. Adler in Wien. 
Partielle Differentialgleichungen von Professor J. Hom in Clausthal. 
Vektorenanalyse. 

Sphärische Astronomie von Dr. von Flotow in Charlottenburg. 
Grundlehren der geographischen Ortsbestimmung von Dr. K. Graff 

in Hamburg. 
Theoretische Astronomie von Dr. Gust. Witt in Berlin. 
Astrophysik. 
Grundlagen der theoretischen Chemie von Dr. Franz Wenzel in Wien. 



Sammlung Sctiubert LVI 



spezielle 

Ebene Kurven 



Dr. Heinrich Wieleitner 

Gymnasiallehrer am hum. Gymnasium Speyer 



Mit 189 Figuren im Text 




Leipzig 

G. J. Göschen'sche Verlagshandlung 
1908 




Alle Rechte von der Verlagshandlung vorbehalten 






Spamersche Buchdruckerei in Leipzig 



VORWORT. 



Noch bis vor wenigen Jahren gab es weder in Deutsch- 
land noch anderswo eine zusammenfassende Darstellung 
der unzähligen, zerstreuten Arbeiten über spezielle Kurven. 
Das Bedürfnis einer solchen veranlaßte die Akademie der 
Wissenschaften zu Madrid im Jahre 1892 und wiederholt 
im Jahre 1895, die Herstellung eines Kataloges der spe- 
ziellen Kurven, mit Angaben über deren Eigenschaften, 
Entdecker und Bearbeiter, als Preisaufgabe auszuschreiben. 
Dieser Anregung verdanken die beiden Werke von Gmo 
LoRiA {Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 
Leipzig, Teubner, 1902, XXI u. 744 S., gr. 8« mit 146 Fig. 
auf 17 Tafeln) und von F. Gomes Teixeira {Tratado de 
las curvas espedäles notables, Mem. Acad. cienc. Madrid, 
tomo XXII, Madrid 1905, IX u. 632 S., gr. S^) ihre Ent- 
stehung. Das letztere Werk enthält auch zwei größere 
Kapitel über Eaumkurven. Der Verfasser ist dafttn, von 
dem Tratado als Teil seiner Oesammelten Werice eine zwei- 
bändige französische Ausgabe zu veranstalten, deren erster 
Band, der die algebraischen ebenen Kurven behandelt, 
bereits erschienen ist (s. d. Zitat S. 108). 

Die beiden Werke von Loria und Teixeira sind in 
ihrer Anlage ganz verschieden. Für Loria bildet das 
historische Moment den Hintergrund der Darstellung, 
Teixeira hält sich mehr an die Forderung eines Kurven- 
kataloges. Das vorliegende Büchlein möchte nun einen 
dritten Standpunkt einnehmen. Es will die Kurven 
zusammenstellen, ohne Eücksicht auf Ordnung 
und etwaige Transzendenz, nach ihrer Erzeugungs- 
weise oder Definition. Freilich wird niemand annehmen 
dürfen, daß sich so eine Kette bilden ließe , wo logisch 
ein Glied aus dem andern hervorgeht. Es ist ein viel- 
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verzweigtes Netzwerk geworden^ in dem hoffentlich die 
Hauptfäden noch deutlich genug sich abheben. Denn um 
zusammenhanglose Sonderkapitel zu vermeiden, mußte ich 
zu jeder Hauptfamäie diejenigen Kurven hinzunehmen, 
die sich aus den ursprünglichen durch einfache Ableitungs- 
verfahren (Inversion, Fußpunktskonstruktion usw.) ergaben. 

Dabei habe ich noch zwei Behandlungsmethoden be- 
sonderes Augenmerk geschenkt und ihre Theorie von Grund 
aus, soweit ich sie nötig hatte, entwickelt: der Methode 
der kinematischen Geometrie und der Methode der 
natürlichen Koordinaten. Dieser Umstand dürfte, da 
sonst ja der Stoff vielfach mit dem der genannten Werke 
übereinstimmen muß, meinem Buche doch mehr den 
Charakter eines Lehrbuches geben. 

Bezüglich der Literaturangaben und der historischen 
Hinweise konnte ich bei dem beschränkten Umfange, der 
andererseits für den Studierenden vielleicht auch wieder 
ein Vorteil ist, keine Vollständigkeit erstreben. Wer sich 
eingehender unterrichten will, wird immer auf die Haupt- 
werke zurückgreifen müssen. An den Stellen, wo ein 
Hinweis auf ein Werk über algebraische Kurven erwünscht 
schien, habe ich mir erlaubt, mein eigenes in dieser 
Sammlung erschienenes Buch unter Älg. K. zu zitieren. 

Ich möchte an diesem Orte noch allen herzlich danken, 
die mich durch Zusendungen oder Auskünfte, deren ich 
leider eine Anzahl unbenutzt lassen mußte, unterstützt 
haben. Insbesondere gebührt dieser Dank Herrn Prof. 
Dr. DoEHLEMANN, der wieder mein Manuskript und Herrn 
Oberreallehrer Dr. E. Köstlin (Schw. -Gmünd), der eine 
Korrektur las. Beiden Herren, sowie Herrn Dr. P. Ernst 
(Wien) verdanke ich eine Eeihe wertvoller Bemerkungen. 

Speyer, Ende September 1908. 

H. WIELEITNER. 
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58. Diskussion und Quadratur der Pascal sehen Schnecken. Zu- 
satz. Ort der Wendepunkte bei variablem Zwischenstück. 

59. Die Pascal sehen Schnecken al» Fußpunktskurven des Kreises 
und als Inverse von Kegelschnitten in bezug auf den Brenn- 
punkt. Zusätze. 1. Pascalsche Schnecke als Einhüllende von 
Ibeisen. 2. Desgl. als isoptische Linie zweier Kreise. 

§ 14. Die Cartesfschen Ovale. 

60* Aufstellung als Kurven gleicher Potenz in bezug auf die 

Pascal sehen Schnecken. 
61* Diskussion der möglichen Formen. 

62. Die drei Brennpunkte auf der Symnietrieachse. 

63. Umformung der Gleichung; Brennpunktsrelation 

64. Die Belation in nicht homogener Form; Diskussion. Aus- 
arkmgen: Kegelschnitte; Pascalsche Schnecken. 

65* Konstruktion der Tangente. AUgemeine Ausführungen über 

Kaustiken; sekundäre Kaustik. 
66. Spezieller Fall der Reflexion ; Begehung zur Fußpunktskurve. 

Zusätze. 1. Normale der Fußpunktskurve. 2. Kaustik des 

Kreises für Beflexion. 
67* Diakaustik des Kreises: Evolute eines Cartesischen Ovals. 

Zusätie. 1. Anallagmatismus der Cartesischen Ovale. 2. Satz 

über Badienvektoren. 

68. Newton sehe und Chaslessche Erzeugung. 

§ 15. Konehoiden der Kegelsehnitte. Kurven erster Kategorie. 

69. Scheitelkonchoiden der Kegelschnitte. 

70. Brennpunktskonchoiden. Belsp. Die Jefabeksche Kurve. 
71* Bedingung für das Zerfallen einer Konchoide: Kurven erster 

Kategorie. Zusatz. Cartesisches Oval (Pascalsche Schnecke) 
als Bichtungskurve in bezug auf die einfachen Brennpunkte. 
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Weitere Kurven mit einfaclier icinematisclier Erzeugung. 

§ 16. Reguläre und schiefe Astrolde. 

72. Die elliptische Bewegung: P und Q laufen auf Q und f . 

73. Schiefe und reguläre Astroide als Parallelkurven. 

74. Die Parastroiden; Zerfallen der Parallelkurve der regulären 
Astroide. 

75* Diskussion der regulären Astroide. 

76* Diskussion der schiefen und Parastroide. 

77. Bedingung für das Zerfallen der Parallelkurven: Bichtungs- 

kurven. 
78« Analogie und Transformationen zwischen Bichtungskurven 

und Kurven erster Kategorie. 
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79« Beispiele; die Fußpunktstransformation. 
80. Fläche y Bogenlänge und Krümmungsradius der Astroiden; 

natürliche Gleichung der regulären Astroide. 
Sh-Grundkurve, Parallelkurven und Evolute; Behandlung in 

natürlichen Koordinaten. 
82. Konchoide der Kreuzkurve. Fußpunktskurve der regulären 

Astroide (regelmäßiges Yierblatt). 
83« Bosenkurven; Diskussion und Quadratur. Zusatz. Satz von 

G. Grandi. • 

84* Inverse der Bosenkurven: Ährenkurven. Skarahäe. 

§ 17. Projektive Astroiden. 

85. Projektive Erzeugimg; Spitzendoppeltangenten. 

86* Doppelpunkte. Weitere projektive Betrachtungen. 

87« Ameseaersche Astroiden; Evoluten der Kegelschnitte. Bern. 

Parallelkurven der Kegelschnitte. 
88. Fläche und Bogen der Kegelschnittevoluten. Zusätze. 1. Die 

Ellipsenevolute als Einhüllende von Ellipsen. 2. Dieselbe als 

Diakaustik der Geraden. 
89* Der Typus mit teilweise imaginärem Grunddreieck. 

§ 18. Die Kardlolde und mit Ihr zusammenhängende Kurven 
(Slnnssplralen). 

90. Die kardioidische (Umkehrung der elliptischen) Bewegung. 

91* Rektifikation imd natürliche Gleichung der Kardioide. Zu- 
satz. Kardioide als Katakaustik des Kreises. 

92. Kardioide als Sinusspirale. Allgemeine Definition und Eigen* 
Schäften der letzteren. 

93« Natürliche Gleichung der Sinusspiralen , insbesondere der 
gleichseitigen Hyperbel xmd der Parabel; Inverse. 

94* Die CATLBT-Sextik als Inverse der Tschirn hausenschen Kubik. 

95. Fußpunktskurve einer Sinusspirale. Beihe der Fußpunkts- 
kurven des Kreises. 

96« Epizykloidale Erzeugimg der Kardioide. Die Nephroide als 
Katakaustik der Kardioide. 

97* Nephroide als Katakaustik des Kreises und als Evolute der 

CAYLBY-Sextik. 

98. Evolute der Nephroide wieder Nephroide. Die CAYLBY-Sextik 

als Parallelkurve der Nephroide. 
99* Gleichungen der CAYLSY-Sextik und Nephroide; Länge der 

ersteren, Fläche der letzteren. Zusatz. Fußpunktskurve der 

Kardioide in bezug auf den Mittelpunkt und Polarreziproke 

(Trisektrix des Maclaübik). 

§ 19. Die Steinersehe Kurve (dreispitzige Hypozyklolde). 

100« Beziehung zur Kardioide; Erzeugung als Enveloppe und als 
Hypozykloide. Bern. Hinweis auf ähnliche Behandlung der 
Kardioide und Nephroide. 
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101« Gleichung in Punkt- uncl Linienkoordinaten. Bern. Parallel* 
kurve, Evolute; Länge und Fläche. 

102. Beziehungen der Tangenten und Berührungspunkte. 

103. Die Steinersche Kurve als Einhallende der Wallaceschen 
Geraden eines Dreiecks mit dem Feuerbachschen Kreis als 
Likreis. Zusatz. Verallgemeinerung der Wallaceschen Geraden. 

104* Fuißpunktskurven der Steinerschen Kurve in bezug auf einen 

Punkt einer Spitzentangente. 
105« Das regelmäßige Aeiblatt. Konchoiden der Rosenkurven. 
106. Das gerade Zweiblatt. Zusatz. Einfache Konstruktion. 
107* Das gerade Dreiblatt. Zusatz. Einfache Konstruktion. 
108* Das Einblatt. Zusatz. Einfache Konstruktion. 
109. Das schiefe Dreiblatt. Zusätze. 1. Einfache Konstruktion. 

2. Weitere Konstruktion und Eigenschaft. 
110* Das schiefe Zweiblatt. 

§ 20. Die Koppelkurve des Kurbelgetriebes. 

IIL Kurbelgetriebe; Gelenkviereck. 
112» Gleichung der Koppelkurve; Brennpunkte. 
113« Die Doppelpunkte^ Der Satz, von S. Robebts. Zusatz. Drei- 
fache Erzeugung der Koppelkurve. 

114. Die Wattsche Kurve; Boothsche Lemniskate als Grenzfall. 

115. Die gegenläufige Zwillingskurbel. 

116« Trajektorien: Fußpunktskurven von Hyperbeln. 
117. Gleichläufige Zwillingskurbel; Fußpunktskurve der Ellipse. 
118* Spezialfälle: Boothsche (Bernoullische) Lemniskate; Elreise. 
Bern. iSpezialisierungen des Kurbelgetriebes. 

119. Das Gelenk Viereck ein Deltoid. Trajektorien wieder Fuß- 
punktskurven von Kegelschnitten; Polkurven Pascalsche 
Schnecken. 

IV. Abschnitt. 

Rouletten, insbesondere zyklische Kurven. 

§ 21. Grundbegriffe der natürlichen Geometrie. 

120. Allgemeines über Rollkurven und Koordinaten. 

121. Differentialinvarianten als natürliche Koordinaten. 

122. Die natürliche Gleichung einer Kurve in Krümmungsradius 
und Bogenlänge. Beisp. Natürliche Gleichung des Kreises 
(des Punktes; ^er Geraden). 

123. Die Fundamen talformeln und die Bedingungen für die Un- 
beweglichkeit eines Elementes. 

124. Gleichung des Ortes für einen beweglichen Punkt. Bei8p. 
Evolvente, im besonderen Kreisevolvente. 

125. Einhüllende einer veränderlichen Kurve. Beisp. 1. Evolute. 
2. Evolutoide; Sätze von Räaumub und Habich. 

126. Natürliche Gleichung eines Kegelschnittes. Zusatz. Konstruk- 
tion des Krümmungszentrums der Evolute eines Kegelschnittes. 
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§ 22. Allgemeine Behandlung der Rollkurven in natflrliehen 
Koordinaten. 

Nr. 

127* Darstellung einer BoUkurve in natürlichen Koordinaten. 

128* Die Savarysche Formel und Konstruktion. 

129. Einhüllende einer Kurve, die mit der rollenden fest ver- 
bunden ist. 

130* Erweiterte Savarysche Formel. Beisp. Einhüllende einer 
Geraden. 

§ 23. Die de la Hire sehen Kreise. 

131« Eigenschaften der umgekehrten Bewegung. 

132. Der Wendekreis. 

133. Der Bückkehrkreis. 

134. Beziehungen zur Savaryschen Formel. 

135. Krümmungszentrum der (schiefen) Astroide. 

136. Krümmungszentrum der Fußpunktskurven. Zusammenhang 
mit den Katakaustiken. 

137. KrümmuDgszentrimi der Koppelkurve (Bobilliersche Kon- 
struktion). Zusätze. 1. Verallgemeinerung. 2. Tangente der 
Polkurven im Momentanzentrum. 



§ 24. Die zykloidalen Kurven. 

138. Zyklische Kurven ; zykloidale Kurven. Erzeugung und natür- 
liche Gleichung. 

139. Die gewöhnliche E^reisevolvente und die Zykloide. 

140. Gestalt der eigentlichen Zykloidalen. Länge eines Zuges. 
Epi zykloiden und Hypozykloiden. 

141. Doppelte Erzeugung der Zykloidalen. Bern. Summe zweier 
Zykloidalenbogen in einem, besonderen Falle. 

142. Zahl der Züge: Modul. Beisp. Kardioide, Nephroide; Steiner- 
sehe Kurve, reguläre Astroide, Durchmesser. 

143. Darstellung der eisrentlichen Zykloidalen und der Zykloide 
in rechtwinkligen Koordinaten. Ähnlichkeit der Zykloidalen. 

144. Evoluten; Satz über den Krümmungsmittelpunkt. 

145. Evolutoiden der zykloidalen Kurven. 

146. Zehmescher Satz über das Krümmungszentrum der Zykloi- 
dalen. 

147. Erzeugung als Hüllkurve in zwei Fassungen. 

148. Dritte Enveloppenerzeugung. Beisp. 1. Elfspitzigo Epizykloide. 
2. Die n^ Katakaustik des Kreises. 

149. Quadratur der Zykloidalen. 

150. Die Fußpunktskurven der Kegelschnitte als Berührungs- 
puoktkurven. 

151. Pseudozykloidalen: Parazykloide und Hyperzykloide. 

152. Diskussion und reelle Darstellung der Parazykloide. 

153. Diskussion und reelle Darstellung der Hyperzykloide. 

154. Pseudoähnlichkeit der Para- und Hyperzykloide; Evoluten. 

155. Die Berührungspunktkurven der Pseudozykloidalen. 
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156« Die logarithmische Spirale als Übergang zwischen Para- und 
Hyperzykloide. 

157« Darstellung in rechtwinkligen und Polarkoordinaten. Eon- 
stanz des Winkels zwischen Tangente und Radiusvektor. 
Invarianz gegenüber Ähnlichkeitstnuisformationen. 

158« Sätze über Krümmungsradius und Bogenl&nge. Quadratur; 
Erzeugung mittels Ähnlicher Dreiecke. 

159« Berührungspunktkurve : Kreis. 

160« Inverse, Fußpimktskurve und Polarreziproke. Zusatz. Die 
logarithmische Spirale als Sinusspirale vom Index 0. 

161. Evolventen und Parallelkiurven. 

162. Die Mannheimsche Kurve der Epi- und Hypozykloiden , der 
Zykloide, Kreisevolvente und Parazykloide, sowie der loga- 
rithmischen Spirale; Asymptoten. 

163« Mannheimsche Kurve der Hyperzykloiden. Ort des Grund- 
kreismittelpunktes. 

§ 25. Die trochoidalen Kurven. 

164« Definition und Parameterdarstellung der Trochoidalen. 

165« Erzeugung durch ein Gelenkparallelogranmi. 

166« Doppelte Erzeugung. 

167* Diskussion und Einteilung. 

168* Gestreckte imd verschlungene Trochoidalen. 

169* Diskussion des Verlaufes der Epitrochoiden. 

170. Diskussion des Verlaufes der Hypotrochoiden. 

171« Die Bosenkurven als sternförmige Trochoidalen. 

172» Spezielle Bosenkurven (ja = 2, S, i, i) und Trochoidalen 
(Durchmesser; Pascalsche Schnecke). Zusatz. Krümmimgs- 
radius und Quadratur der Trochoidalen. 

173« Andere Erzeugung. Die Bosenkurven als Fußpunktskurven 
von Zykloidalen. Zusatz. Ährenkurven polarreziprok zu den 
Zykloidalen. 

174« Verallgemeinerung der vorigen Erzeugung. Beisp. 1. Er- 
zeugung von Ellipse und Evolute der Ellipse. Beisp. 2. Epi- 
trochoide vom Modul 11. 

175« Die Trochoiden; Darstellung als Projektionen der Schrauben- 
linie. 

176* Allgemeine Kreisevolventen. 

177* Archimedische Spirale. Zusatz. Dicke einer Papierrolle. 

178* Archimedische Spirale als Fußpunktskurve einer Kreis- 
evolvente; Konohoide der Archimedischen Spirale. 

179* Ableitung der Kreisevolvente \md der Archimedischen Spirale 
aus der Schraubenlinie. Zusatz. Beziehung der logarith- 
mischen Spirale zur Kegelloxodrome. 

180* Die 8inushnie als Affine der Trochoide. Bern. Tsohibnhaüsbns 
Quadratrix. Zwei weitere Erzeugungen der Sinuslinie. 

181« Die hyperbolische Spirale als Projektion der Schraubenlinie 
und Inverse der Archimedischen Spirale. 

182. Konohoide der hyperbolischen Spirale. Zusatz. Andere Er- 
zeugung der hyperbolischen Spirale. 
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183« Die Traktrix complicata als Inverse der Kreisevolvente. 

184. Die Kochleoide als Projektion der Schraubenlinie; Ableitung 

aus der hyperbolischen Spirale. 
185« Die Kochleoide als Schwerpunktslinie des Kreises. 
186* Invers» der Kochleoide: Quadratrix des Dinostratus. Bern. 

Tangenteneigenschaft der Köchleoide und hyperbolischen 

Spirale. 
187. Die Pseudotrochoiden. 
188« Andere Darstellung. 
189« Pseudorhodoneen als Fußpunktskurven derPseudozykloidalen. 

Summen- und Differenzenspirale. 
190« Pseudo&hrenkurven: Poinsotsche Spirale und Inverse der 

Differenzenspirale. 

§ 26. Rollkunren venehiedener Art. 
191« Höhere Kreisevolventen; Hauptevolventen. 
192. Fußpunktskurven: Algebraische Spiralen. 
193* Mannheimsche Kurve und Ort des Grundkreismittelpunktes. 
194* Die Sturmsche Spirale; Beziehung zur Tschirnhausenschen 

Kubik. 
195« Spiralen. Galileische Spirale; Beziehung zur Sturmschen 

und Archimedischen Spirale. 
196« Höhere paraboUbche bzw. hyperbolische Spiralen. Die 

Spirale qO* = a, Fermatsche und parabolische Spirale. 
197. Der Lituus. 
198« Die Kurve q =aainßiyß , Die algebraischen Spirale^ als 

Orthogonalprojektionen von Baumkurven. 
199« Delaunaysche Kurven. 

200. Diskussion. 

201. Die Kettenlinie als Übergang zwischen den zwei Arten 
Delaunayscher Kurven. 

202. Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten. Exponentialkurve. 
Zusätze. 1. Krümmimgsradius und Fläche der Exponential- 
kurve. 2. Fläche der Kettenlinie. 

203« Klinoiden (Gewölbelinien). 

204. Verallgemeinerte Kettenlinien. 

205* Diskussion. Die Antiloga. 

206« Fortsetzung der Diskussion. Die Pseudokatenarien. 

207. Evolventen der Kettenlinien. 

208. Die Traktrix. 

209. Hauptevolvente der Antiloga. Pseudotraktrizen. 

210. Die Meridianlinien der Rotationsflächen konstanter Krümmung 
als Parallelkiurven der Delaunayschen Kurven. Bern. Ober- 
fläche und Volumen der Pseudosphäre; Fläche der Traktrix. 

211. Natürliche Gleichung; die zwei Arten mit reeller Delaunay- 
scher Kurve. 

212. Die dritte Art (mit imaginärer Delaunayscher Kurve). Über- 
gang zur Traktrix. 

213« Die vierte Art Erzeugung der zugehörigen imaginären 
Delaunayschen Kurve. 
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214. Rihaucoursche Kurven; Ableitung aus den Sinusspiralen 
nach O. Bonnbt. 

215« Spezialisierungen; insbesondere die schiefe Astroide mit zwei 
Spitzpunkten. Zusammenstellung von Sätzen. 

216« Enveloppe der Leitlinie einer Ribaucourschen Kurve wieder 
eine solche, wenn diese auf einer G^eraden rollt. 

217« Cesärosche Kurven als Verallgemeinerung der Sinusspiralen 
lind Bibaucourschen Kurven. Natürliche Gleichung. 

218. Übergang zu Sinusspiralen und zu Ribaucourschen Kurven. 
Charakteristische Eigenschaft der Ces^oschen Kiurven. 

219* Die Zykloidalen und Kegelschnitte als Spezialisierungen der 
Cesäroschen Kurven. 

220* Steinersches Theorem über Rollkurven und Fußpunktskurven. 

221« Rektifikationseigenschaften, abgeleitet aus dem Steinerschen 
Theorem. Zusatz. Rektifikation der Sinusspiralen durch 
/'-Funktionen. 

222. Das Habichsche Theorem über Rollkurven und Fußpunkts- 
kurven; Anwendung auf Sinusspiralen und Rihaucoursche 
Kurven. 

223« Zusammenstellung von spezielleren 9&tzen. Zusatz. Ver- 
allgemeinertes Habichsches Theorem. 



V. Abschnitt. 

Die Methode der Koordinatenverwandlung. 

§ 27. Übergang von rechtwinkligen zn natürlichen und Polar- 
koordinaten. 

224« Die Klothoide, abgeleitet aus der gleichseitisren Hyperbel. 
225« Satz über die Bogenschwerpunkte. Zusatz. Gleichungen in 

^, X und «, T. 
226« Die Kettenlinie gleichen Widerstandes. 

227. Übergang von x, y zu q, 0. 

228. Zusammenstellung mehrerer Beispiele. 

229« Verallgemeinerte Mannheimsche Kurve. Spezielle Sätze. 

230« Grundkurven zur Konchoide des Nkombdbs und Pascalschen 
Schnecke. Zusätze. 1. Ort des Auges der logarithmischen 
Spirale. 2. Räumliche Deutung der Koordinatenverwandlung. 

231. Die Pseudospiralen. 

232. Diskussion. 

233. Evoluten. 

§ 28. U^-Kurven. 

234. Die binomischen Kurven; Elrümmungszentrum. 
235« Diskussion der höheren Parabeln. 

236. Transformation zu Linienkoordinaten. Beisp. Die Parabeln 
4. und 5. Ordnung. 

237. Analyse des singiüären Anfangspunktes. 
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238. Der unendlich ferne Punkt. Beisp. Projektion der Flach- 
(Spitz-) Parabel ins Endliche. 

239. Höhere Hyperbeln. 

240« Quadratur und Bektifikation; insbesondere der Neilschen 
Parabel. 

241« Die Adiabate. Die Iterationsfolge einer projektiven Trans- 
formationsgruppe. ' 

242. Die TF-Kurven erster Art als Ort aller Punkte der Folge. 

243. Übergang zur kontinuierlichen Gruppe. Zusammenhang mit 
der Jakobischen Differentialgleichung. 

244. Verlauf der ^-Kurven. Zusatz. Eventuelle Zi^ge außerhalb 
des Grunddreiecks. 

245. Konstruktion aus zwei Punkten. 

246« Konstruktion einer binomischen Kurve aus einem Punkt 
und dem Achsensystem. Beisp. Die Dreieckspotentialkurve. 

247. Polarreziproke der W-Kurven. 

248« Das charakteristische Doppelverhältnis. Berührungspunkt- 
kurve und Tangentenort. 

249« Die logarithmische Spirale als W-Kurve. 

250* Folgerungen für die logarithmische Spirale. 

251. Die fF-Kurven zweiter Art (Exponentialkurve). Zusatz. Diffe- 
rentialgleichungen und Trajektorien der Exponentialkurven 
und binomischen Kurven. 

§ 29. Triangulär-symmetrisehe Kurven. 

252« TT-Kurven und Sinusspiralen als Grenzfälle. 
253« Die triangulär-symmetrischen Kurven als Einhüllende einer 
Polargeraden. Tangential» leichung. 

254. Lamösche Kurven. Krümmungsradius. 

255. Satz über die Krümmungsradien der W^Kurven. 

256. Formen der Lamäschen und triangulär-symmetrischen Kurven. 
Zusatz. Lam^sche Kurve als Enveloppe einer andern. 



§ 30. Die Radialen. 

257. Definition der Eadiale. Masrische Gleichung der Geraden. 
Beziehung zu den Fußpunktskurven. 

258. Die Radialen der zyklischen Kurven. Zusatz. Beziehung 
zu Richtungskurven und Kurven erster Kategorie. 

259. Satz über die Fläche der Fußpunktskurven. 

260. Fläche der Radiale. Beziehung zur Fläche und Bogenlänge 
der Mannheimschen Kurve. 

261. Radialen der Kettenlinien, Traktrizen und der Kettenlinie 
gleichen Widerstandes. 

262. Radialen der Kegelschnitte. Zusatz. Multiplikatrixkurven 
(kubische Duplikatrix). 

263. Radialen der (höheren) Kreisevolventen, Pseudospiralen und 
binomische Kurven. 
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§ 31. Areolden. 

Nr. 

264. Axiale Linienkoordinaten. Definition der Arcuide. 

265* Darstellung in kartesischen und natürlichen Koordinaten. 

Beisp. Arcuide des Kreises (Zykloide). 
266« Beziehung zu algebraisch rektifizierbaren Kurven. 

267. Die Bektifikationsachse. Beisp. 1. Epi- und Hypozykloiden; 
Zyklo de (Astroiden). 2. Kettenlinie (Parabel). 3. Kurven 
mit Rektifikationsachse. 

268. Eigenschaft der Radialen algebraischer Kurven. 

269* Kurvenfamilie mit ihren eigenen Tangenten als Bektifikations- 

achsen. 
270. Gleichung imd Diskussion in Plückerschen Linienkoordinaten 

und kartesischen Koordinaten: Dreieckige Kurven. Spezieller 

Fall 
271* Die Steinersche Hypozykloide als Spezialfall (Grundkurve 

reg^l&re Astroide). 
272. Arcuide der logarithmischen Spirale: Logarithmoide. 
273« Die Logarithmoide als Verallgemeinerung der Zykloide. 
274. Weitere Analogien. Erzeugung als Einhallende. Zusatz. Par- 
allelprojektion der Kegelloxodrome. 
275« Katakaustiken der binomischen Kurven. Beisp. Tsohibnhausbn s 

Kubik. 
276« Die Katakaustiken als Bichtungskurven ; ihre Bogenevoluten 

sind ähnliche Kurven. Hundskurve. 
277# Bogenkoordinaten. Die Kurvenfamilie 8 = a^-** a^ . 
278« Natürliche Gleichung: Evoluten der Bibaucourschen Kurven. 

Beispiele. 

279. Der Grenzfall n = 0: Traktrix. 

§ 32. Einteilung der transzendenten Kurven. 

280. Panalgebraische Kurven. 

281« Berührungspunktkurve und Tangentenort eines Systems. 
Tangentenort der Zykloide (Steinersche Kurve). 

282. Die beiden örter für W-Kurven. Nicht panalgebraische 
Kurven. Zusatz. Ort der Spitzen eines Systems. Beisp. 1. Die 
beiden örter für die Traktrix (Konchoide des Nikombdbs und 
Astroide). Beisp. 2. Tangentenort der hyperbolischen Spirale: 
Trisektrix des Maclaübin; Klassenerzeugung der letzteren 
Kurve. 

S. 399. Berichtigungen und Zusätze. 



Es ist eine wahre Freude, den Eifer 
der alten Geometer anzusehen, mit 
dem sie diesen Eigenschaften der Li- 
nien dieser Art nach forschten, ohne 
sich durch die Frage eingeschränkter 
Köpfe irre machen zu lassen, wozu 
denn diese Kenntnis nützen sollte? 

L Kaht. 

I. ABSCHNITT. 
EISSOIDEN. 

§ 1. Begriff und allgemeine Eigenschaften. 

1. Unter einer ebenen Kurve verstehen wir im fol- 
genden den Inbegriff aller Bildpunkte {x , y) einer »ge- 
wöhnlichen« Punktion y =f(x), d. h. einer Punktion, die 
nicht bloß stetig, sondern auch endlich oft differenzierbar 
und abteilungsweise monoton gegen jede als Abszissen- 
achse genommene Bichtung ist. !Nur dann entsteht ein 
Gebilde, das dem gewöhnlichen Begriff der Kurve, als 
einer mit dem Stift zu zeichnenden Linie, entspricht. 
Die Kurve heißt »algebraisch« oder »transzendent«, je 
nachdem die Punktion f{x) algebraisch oder transzendent 
ist. Die sogenannten »außerordentlichen« Kurven, die z. B. 
Punktionen entsprechen, welche, obwohl stetig, doch nir- 
gends einen Differentialquotienten haben, oder die jeden 
Punkt eines endlichen Plächenstückes erreichen, gehören 
der Analysis und Punktionentheorie, bzw. Mengenlehre an. 

Um Kurven zu erzeugen, verwendeten schon die 
Alten wesentlich zweierlei Methoden: geometrische und 
kinematische^). Die geometrischen Methoden können 

*) S. die Abhdlg, von A. v. Beaunmühl „fltsf. Studie über die 
organische Erzeugung eb, K, von d. ältesten Zeiten bis z. Ende d. 
18. Jahrh,^ Katalog der math. Ausstellung, Nürnberg 1892, 54—88. 
Vgl. auch die beiden Bände von K. Doehlbmann „Geom. Trans- 
formationen", S. S. XXVII u. XXVm, Leipzig 1902 u. 1908, 
bes. Bd. II. 

WiELEXTKEB, Spezielle ebene Kurven. ^ 



2 I. Abschnitt. Kissoiden. 1, 2. 

wir in ebene und räumliche scheiden. Die Kurve wird 
entweder erzeugt durch Konstruktion aus gegebenen ein- 
facheren Elementen (Punkten, Geraden, Kreisen usw.) 
oder als Schnitt bekannter Flächen gewonnen, wie die 
Kegelschnitte aus dem Kreiskegel. Bei der kinematischen 
Erzeugung wird die Bewegung eines Punktes (einer Ge- 
raden usw.) definiert und der Ort (die Einhüllende) des 
Elementes bestimmt. Dazu können wir, als mehr der 
neueren Zeit angehörig, eine dritte Erzeugungsart fügen: 
die analytische. Man legt der definierenden Funktion 
gewisse Bedingungen auf oder verlangt die Erfüllung be- 
stimmter Beziehungen zwischen irgendwelchen Elementen 
der Kurve. Diese Forderungen führen, analytisch for- 
muliert, entweder direkt zur Gleichung der Kurve oder 
zunächst zu einer Differentialgleichung, aus der sich die 
Kurvengleichung durch Integration ergibt. Die drei ge- 
nannten Methoden sind natürlich nicht scharf getrennt, 
d. h. man kann gegebenenfalls etwa eine kinematische 
Methode oder eine analytische Forderung geometrisch 
deuten und umgekehrt. 

2. Wir beginnen mit einer sehr einfachen Konstruk- 
tion, durch die eine große Famüie von Kurven erzeugt 
werden kann. Es seien zwei beliebige Kurven F und f, 
sowie ein irgendwo liegender Punkt gegeben. Man 
ziehe durch eine Gerade G , die f in P , f in P' 
schneide. Auf G mache man dann OQ = OP'—OP für 
alle Schnittpunkte P bzw. P\ Dreht sich nun G um 0, 
so beschreibt Q eine Kurve C, die wir die »Kissoide« 
von r und f^ in bezug auf nennen 2). Diese y>lci8soidale<f^ 
Konstruktion besteht also, Jcurz gesagt, in der Subtraktion 
der Badienvektoren zweier gegebenen Kurven. Natürlich ist 
hierin die Addition einbegriffen. Man brauchte ja nur 
die in bezug auf zu f symmetrische Kurve Fq zu ver- 
wenden. Doch ist die Subtraktion zur Diskussion be- 
quemer. Insbesondere sieht man sofort die Eichtigkeit 



*) Nach L. C. Schulz von Stbasznioki, Zeitschr. Phys. Math. 
Wien 8, 1830, 179—188; G. Pbano, Appl geom. del calc. inf,, Turin 
(Bocca) 1887, S. 85/86. Der Name wird in Nr. 27 erklärt werden. 
— Andere Autoren, wie Ch. Wibnbb, J. Sobotka, sagen »ver- 
allgemeinerte Konchoiden«. Diese Bezeichnung reservieren wir 
für eine speziellere Kurvenfamilie (II. Abschnitt). 
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des Satzes ein: Verbindet man die im Endlichen liegenden 
SchnittpunTcte B von F und f mit , so sind die Ge- 
raden OB Tangenten in an die Kissoide C. Sind 
demnach f bzw. f algebraische Kurven der m*®^ bzw. 
^ten Ordnung, so hat C in im allgemeinen einen mn- 
fachen Punkt. Von dieser Zahl mn kommt die Zahl oc 
in Abzug, wenn oc der Schnittpunkte im Unendlichen 
liegen. Geht ferner f )8-mal, F' y-mal durch , so kommt 
auch noch die Zahl ßy in Abrechnung. Der Punkt O 
ist also unter diesen Voraussetzungen für C ein {mn—ßy—oc)- 
facher. Um die Ordnung von G festzustellen, bestimmen 
wir zunächst die Anzahl der Punkte Q , die außerhalb auf G 
liegen. Deren sind so viele, als es zwischen den (m — ß) 
Schnittpunkten P mit F und den {n — y) Schnittpunk- 
ten P' mit r^ Kombinationen gibt, d. i. (m — ß) {n — y) . 
Zählen wir hierzu die Ordnung der Vielfachheit des Punk- 
tes* , so ergibt sich die Ordnung v von G . Daher 
haben wir den Satz: 

Die Kissoide G zweier Kurven f, f m^ bzw. n^ Ord- 
nung, die bzw. ß- und y-mal durch den Pol gehen und im 
Unendlichen oc Schnittpunlcte haben, ist von der Ordnung 
V = [2mn — {ßn -\- ym + (x)] . 

3. Es gibt ein sehr einfaches Verfahren, an G die 
Tangente zu ziehen, wenn die Tangenten von f und f^ 
bekannt sind. Es seien nämlich f und f durch ihre 
Polargleichungen gegeben (in q und 6) , so sind die be- 
züglichen Polarsubnormalen 

(H Jn = dQ,id0, n s;, = dQ,id0, 

dann ist für C : q = Q2 — Qi und daher 

J„ = dQldO = Qi - Qi = c5-;- c5n .. 

Für die Kissoide zweier Kurven ist also die Polarsub- 
normale gleich der Differenz der Polarsubnormalen in den 
entsprechenden PunJcten der beiden Chrundlcurven. 

Dadurch ist die Normale und somit auch die Tan- 
gente an G leicht zu konstruieren. 

Auch das Krümmungszentrum von G läßt sich kon- 
struktiv bestimmen, wenn die Kjümmungszentren von f 
und f bekannt sind. Dazu ist nur nötig, daß man auä 
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9 (Krümmungsradius) q''j und umgekehrt, konstruieren 
könne. Nun ist aber bekanntlich 

(1) «= fe*+^'*)» 



also 

Sei OP (Fig. 1) = ^, OM = q% dann ist JfP = (ö« + ^'«)* 
= a. Fällt man MB±MP, so ist OB^q'^jq^ BP 

= {q^ + q'^)Iq = 1>' Dann läßt sich 
M C M' i ^*^ schreiben 

(2) ö =V" ~^~~' 
Ist nun GP = ^, OM'=^MG und 
Jf'^llOB, so wird JLB=6(a-«)/« 
und OA = ß''8). 
Flg. 1. Ist umgekehrt q^' gegeben, so 

braucht man nur B mit dem 
Mittelpunkt N von MA zu verbinden, um den Elrüm- 
mungsmittelpunkt G zu erhalten. 

Da für die Kissoide q" = q^ — Qi ist, diese Strecken 
aber aus den Krümmungsradien ^ und ^i von f und F 
konstruiert werden können, so läßt sich auch 9 kon- 
struieren. 

§ 2. Die Fußpunktskurven der Mittelpunktkegeischnitte im 

allgemeinen. 

4. Um spezielle Kurven zu erhalten, nehmen wir zu- 
nächst als Grundkurven zwei Kreise K und K' mit den 
Eadien r und B , den Pol auf K . Da die beiden Kreise 




«) Nach H. DB RHfiviLLB, Nouv. Ann. math. (3) 10, 1891, 411/16. 
Dieselbe Konstruktion wurde von M. d'Ooagnk auf anderem Wege 
abgeleitet und etwas ausgebaut. S. Joum. math. sp^c. (4) 4, 1895 
3 — 7, 25/6; auch dess. Verf. „Cours de geöm. descript. et infinit" 
Paris (Gauthier -Villars) 1896, 279—289. — Andere Konstruktionen 
bei J. SoBOTKA, Beitr, e, inf, Oeom, d. Integralkurven ^ Stzgsb. Ak. 
Wien (math.-nat.) 107, Abt. 11 a, Mai 1898 u. Zur inf, Oeom. einiger 
Flankurven, Stzgsb. böhm. Ges. W. Prag 1898, XXVI; ferner bei 
Gh. Wiener, Darst. Oeom. II. Bd., Leipzig (Teubner) 1887, S. 223. 
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zwei unendlich fenie Punkte, die imaginären Kreispunkte, 
gemein haben, wird die Ordnung von C nach Nr. 2 gleich 
2 • 2 • 2 — (2 + 2) = 4 , ein Doppelpunkt. Die Mittel- 
punkte M j Jf' der beiden Kreise mögen die Koordinaten 
(i P > i ff) ^i^d (w , 0) haben (Fig. 2). Dann ist 



Demnach 

(0 Q 

Sei nun 



(K) ^i = pcosö + gsinö , 
(KO ^2 = m cosö + iB^ — m» sin^ö . 

(m — p) cosö — 2 sinÖ ± VJB« — m^sin^ö 



die Gleichung eines Mittel- 
punktkegelschnittes, wo für die 
Hyperbel im folgenden immer 
nur ib statt b zu setzen wäre, 
und fällen wir von einem Punk- 
te 0(ä , )8) auf sämtliche Tan- 
genten von E die Lote, so be- 
schreiben die Fußpunkte dieser Lote die »Fußpunkts- 
kurve« F von E in bezug auf 0. Ist w die exzentrische 
Anomalie der Ellipse, so läßt sich die Tangentengleichung 
schreiben 




Flg. 2. 



(1) 



agcost^ , yamu 



-1 = 



a b 

Die Oleichung der Senkrechten aus lautet dann 

X- a _,_ y-ß, 



(2) 



smw 



cosw = 



Die Elimination von u aus (1) und (2) gibt 

(3) F = [x^ + y^-{ocx + ßy)Y-a^{X'-(K)^-b^y-ß)^^0 

als Gleichung der gesuchten Pußpunktskurve. Verlegt 
man den Koordinatenanfangspunkt nach 0, so wird die 
Gleichung von F 



(3*) 



l(x 



+ 2(xßxy + 05« — 68)y« = . 
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Diese Gleichung gibt zu Polarkoordinaten transformiert 



(4) Q (ä cosö + )SsinÖ) + ya« - (a» -&«) sin» . 

F ist also mit C zu identifizieren, wenn man setzt 



(IV) 



{;: 



= p- 



a = B 



6 = yj?8 _ m« 



p = « + e 



R = a 

m = +e , 



Daher können wir sagen: Jede FußpunktsJcurve einer Ellipse 
oder Hyperbel Icann hetrachtet werden als Kissoide zweier 
verschiedenen reellen Kreispaare mit dem Pol auf einem, 
der beiden Kreise. 

5. Daß die Kissoide zweier Kreise, von einem Punkte 
des einen Kreises aus genommen, eine Fußpunktskurve 
eines Kegelschnittes gibt, hat einen tieferen Grund. Vor 
allem ist aus der Erzeugung klar, und die Gleichung (3) 
zeigt es, daß die Kissoide in den imaginären Kreispunkten 

Doppelpunkte hat. Sie ist also 
eine »bizirkulare rationale 
Quartik« Q . Eine solche ent- 
steht aber aus einem Kegel- 
schnitt E' durch zirkuläre In- 
version (Transforn\ation durch 
reziproke Eadien) von dem drit- 
ten Doppelpunkt aus. Es sei 
A ein Punkt von E', A' der 
konjugierte auf OA in bezug auf 
den Inversionskreis M , so be- 
schreibt A' die Quartik Q . Ist 
T die Polare von A in bezug auf 
M , so geht T durch A' und steht senkrecht auf OA . 
T umhüllt aber den polarreziproken Kegelschnitt E von E' 
in bezug auf M • Daher ist Q Fußpunktskurve von E*). 

*) Vgl. Älgehr. K, § 40. — Daß jede biz. rat. Quartik sich in der 
angegebenen Weise erzeugen lasse, wurde zuerst von G. Tbixkiba, 
Ann. di mat. (3) 11, 1905, 9—28 angegeben. Teixbiba findet noch 
zwei weitere imaginäre Grundkreispaare, die bei unserer Be- 
handlxing nicht ersichtlich werden, da wir von vornherein das 
Achsenkreuz so um drehten, daß es dem Kreuz der Haupt- 
achsen des Kegelschnittes parallel lag. Die folgende geom. Her- 
leitung ist nach der von V. Rbtali im Intermöd. math. 14, 1907, 
118/9 gegebenen etwas vereinfacht. 




Flg. 3. 
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Das eben Gesagte läßt eine Yerallgemeinerang zu, 
die wir später oft benutzen werden. Wir haben nach 
Fig. 3 sofort den Satz: Die Fußpunktslcurve Q irgend 
einer Kurve E in hezug auf einen Pol ist die Inverse 
der PolarreziproJeen E^ von E in "bezug auf einen Kreis M 
um . 

Wir geben ferner noch eine direkte geometrische Her- 
leitung der kissoidalen Erzeugung der Fußpunktskurve 
eines Kegelschnittes. Auch diese geht aus einer all- 
gemeineren Betrachtung hervor, die uns später (Nr. 109) 
wieder von Nutzen sein wird. Es sei E irgend eine Kurve 
(Fig. 4) und P beschreibe die Fußpunktskurve F des Poles F 
in bezug auf E. Ist dann 
ein anderer Pol, Q der P 
entsprechende Fußpunkt 
auf derselben Tangente 
und fällen wir 0^ _LPP, 
so ist immer 

OQ = FP-FA, 

während A auf dem Kreise 
läuft, der OF zum Durch- 
messer hat. Also können 
wir sagen : Die Fußpunlcts- 
Jcurve eines Poles in 
hezug auf eine Kurve E ist 
die Kissoide der Fußpunlctslcurve F in hezug auf den Pol F 
und des Kreises mit dem Durchmesser OF . Ist nun E ein 
Kegelschnitt, F ein Brennpunkt desselben, so ist bekannt- 
lich F der Scheitelkreis über der großen Achse von E , und 
wir haben sofort die kissoidale Erzeugung von aus zwei 
Elreisen. Soll gleich die richtige Lage haben, so müssen 
wir nur beide Elreise um die Strecke FO der Größe und 
Eichtung nach verschieben. 

Zus. Setzt man in (3*) « = c, ß = ^ so trennt sich der 
Faktor (x* + y^) ab und es ergibt sich wirklich die Gleichung des 
Scheitelkreises. Setzt man aber a=^0, ß = ei, nimmt also einen 
der imaginären Brennpunkte des Kegelschnittes als Pol, so trennt 
sich wieder (x^ + y^) ab und es kommt als Fußpunktskurve der 
(im Falle der Ellipse reelle) Scheitelkreis über der kleinen Achse 
als Durchmesser. Dies scheint bisher unbeachtet geblieben zu 
sein. Wir werden aber später davon Gebrauch machen (Nr. 155). 




Flg. 4. 
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6. Es ist leicht nach (lY) oder mittels der geome- 
trischen Herleitung, deren Eesultate sich mit (lY) decken, 
zu irgend einem Kreispaar und Pol den zugehörigen Kegel- 
schnitt, und umgekehrt, anzugeben. Liegt der Pol inner- 
halb des einen Kreises, so entsteht die Fußpunktskurve 
einer Ellipse, liegt er außerhalb, die einer Hyperbel. Bin 
eingehenderes Studium der Figuren 5 und 6 wird alle 
Einzelheiten klarstellen. Die Kreise sind dort so gewählt, 
daß sie sich reell schneiden, also Knoten auftreten. Die 




Flg. 6. 



analytische Bedingung hierfür ist, daß die Diskriminante A 
des Ausdruckes (a^ — a^)x^ + 2(xßxy + {ß^ — l>^)y^ posi- 
tiv sei. Nun ist A = a^d^{(x^la^ + ß^jh^ - 1) . Es kommt 
also darauf an, daß 0(ö^ , ß) nicht im Inneren von E liege. 
Berühren sich die Kreise, so entsteht eine Spitze, die bei 
der EUipse nach innen, bei der Hyperbel nach außen ge- 
richtet ist. Die Formen mit isoliertem Punkt sind in 
den Figuren 76, 77 der Nrn. 116/17 gegeben. 

7. Die in Eede stehenden Kurven haben eine Eigen- 
schaftf die eine Erweiterung des Sekantensatzes am Kreise 
darstellt. Nämlich : 



7. 



§ 2. Fußpunktskurven der Kegelschnitte. 



Zieht ma/n durch irgend einen Punkt A belieiige Strahlen, 
80 hat da^ Produkt der auf einem Strahl gemessenen von A 
ausgehenden vier Radienvektoren einen konstamten Wert. 

Um dies zu beweisen, lege man das Achsenkrenz 
nach A . Dann habe die Kurve die Gleichung 

(a.2 + y2)2+ ... +/Z=0. 




Flg. 6. 

Schneidet man sie nun mit ^ = a;tgd, so erhält man für 
die Abszissen der Schnittpunkte Äi , Äg > ^s > ^4 ®i^® tllei- 
chung, die x^ x^ x^ x^^ = 27/(1 + tg^ Oy = IIcob^O liefert, l^un 
ist aber Xi= ASiCOsO und also 

AS^'AS^'AS^'AS^^n 

unabhängig von 0. 

Es ist sofort ersichtlich, daß derselbe Satz auf alle 
Kurven ausgedehnt werden kann, deren höchste Glieder 
in a?, y (x^ + y^)^ sind, die also, sofern nicht die unend- 
lich ferne Gerade selbst (Doppel-) Tangente ist, ip jedem 
Kreispunkt einen n -fachen Punkt haben. Wir wollen 
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solche Kurven »Potenzknrven« nennen. Ihre charakte- 
ristische Eigenschaft fassen wir in den Satz: 

Alle Kurven 2n^ Ordnung^ die Iceine anderen unend- 
lich fernen Punkte besitzen als die KreispunTcte, haben eine 
Potenz in bezug auf alle Punkte der Ebene ^). 

Ist F{x, y) = die Gleichung der Potenzknrve, so 
ist der Wert der Potenz eines Punktes A(jlij v) offenba>r 
F(jj., v) = n. Die Gleichung F{x, y)=^n stellt daher 
den Ort gleicher Potenz 11 für die Kurve jP(a? , y) = 
dar. Beim Kreise ist dies einfach ein konzentrischer 
Kreis. Überhaupt haben diese »Kurven gleicher Po- 
tenz« mit der Grundkurve und untereinander keinerlei 
im Endlichen liegenden Schnittpunkte gemein (vgl. Alg. K. 
§ 24). In den imaginären Kreispunkten verhalten sie sich 
aber wie die Grundkurve. Genauer: Auf jedem Zweig 
durch einen Kjreispunkt liegen 2n konsekutive, koinzi- 
dierende Schnittpunkte. Das gibt für die 2w Zweige in 
der Tat (2^)^ Schnittpunkte. Für die Fußpunktskurven 
der Kegelschnitte sind demnach die Kurven gleicher Po- 
tenz allgemeine bizirkulare Quartiken. 

8, Bevor wir zu ausgezeichneten Typen unserer Fuß- 
punktskurven übergehen, sei noch ein Wort über ihre 
Fläche gesagt. Als Fläche einer Kurve faßt man ganz 
allgemein die algebraische Summe aller Flächenelemente 
auf, die der Eadiusvehtor überstreicht, wenn sein Endpunkt 
den geschlossenen, im übrigen sich beliebig selbst durch- 
setzenden Linienzug beschreibt^). In diesem Sinne erhalten 
wir bei den Formen mit Knoten im Falle der Ellipse 
die Summe der beiden Blätter, im Falle der Hyperbel die 
Differenz derselben. In den Fällen mit Spitze und iso- 
liertem Punkt ergeben sich Flächen im eigentlichen Sinne. 

Heißt man die zwei Eadienvektoren, die den beiden 
Zeichen der Wurzel entsprechen, q^ und ^2 > so ist nach (4) 



^) J. Petbesbn, Tidsskr. Math. (2) 5, 1869; später ausfiihrl. 
Unters, über d. Gegst. von F. P. Ruffini, Mem. Acc. Bologna (4) 
10, 1890; neuerdings hat das Problem gestellt S. Gundelfingbb, 
Arch. Math. Phys. (3) 2, 1902, 356 [Antworten s. ebd. 3, 84, 172, 
309; 4, 352]. Auch der Name >isotropische Kurven« ist in Ge- 
brauch. 

®) Gauss in Schumachers Übersetzung von Carnots G^om, de 
po8, n, S. 362; MöBius, Baryz, Kalkül 165, Anm.; Statik 45. 
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A) für die elliptische Fußpunktskurve; 



fB-if{Ql + Ql)de 



27t 

= i/[(«^ -h^ + oc^- ß^) cos^ö + 2a^sinöcosö + (6« + ß^)] dO 


2n 

= i/[i(«^-*^ + ^^-i82)(l + cos2ö) + Ä/?sin2ö + (62 + ^2)] ^0 





= i/d« + 6* + «3 + ^.) dö { It^l^^eÄnVeSi 


= i^(a2 + &2+^2 + ^2). 

Man hat ferner 

B) für die hyperbolische Fußpunktskurve; 

+00 



/H = if(Ql-Ql)d9 (wobei sinö. = ^^j 

-00 

+ 00 

= 2J{oc cosö + iSsinö) /a^ __ (^2 4. fegj^^dö 

= 4./cosöya2-(a2 + ft«)sin2Ö.ZÖ { ^^1 v^^sch^iäeS 



= 2 ajsinö yä2^^(ä2+Ti)^i^ 



a^ a TT ^. 



Fragen wir nach dem Orte des Punktes 0(a , ß) bei kon- 
stanter Fläche f der Fußpunktskurve, so sehen wir, daß 

^ Dieses Eesultat wurde wohl zuerst von E. Malo (Interm^d. 
math. 12; 1905, 187/9) angegeben^ aber auf einem umständlicheren 
und nur für die Hyperbel passenden Wege, durch Infinitesimal- 
betrachtungen später von demselben Arch. Math. (3) 12, 1907, 
345/8; auf dem obigen Weg vom Verfasser, Ann. Ac. Polyt. Porto 
2, 1907. 
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dieser für die Ellipse ein Ejreis um 0^) mit dem Badius 
[2 fljt — {a^ + h^)]^ , für die Hyperbel eine Parallele zur 
Nebenachse im Abstände f^a^ + b^/a^ n ist. Für die 
Punkte der Nebenachse selbst ist / = wegen der Sym- 
metrie. 

§ 3. Die Lemniskaten von Booth und BernoullL 

9. Ausgezeichnete Typen unserer Eußpunktskurven 
ergeben sich, wenn wir 1. dem Pol spezielle Lagen er- 
teilen, 2. spezielle Kegelschnitte zugrunde legen. Wir 
fassen zunächst die erste Möglichkeit ins Auge und be- 
trachten den besonderen Fall, daß der Pol mit dem Mittel- 
punkt des Kegelschnittes zusammenfällt. Die Kurve ist 
dann zu beiden Achsen symmetrisch und heißt » Boothsche 
Lemniskate« ^). Ihre Gleichung ist [a = /8 = 0] 

(1) (aj2 + y2)2 = a2aj2 + &2y«. 



Flg. 7. 

Da p = m = +6, 3 = 0, jB = a,r = |e wird, so liegt 
der Mittelpunkt des einen erzeugenden Kreises M in der 
halben Brennweite, der andere fällt mit dem Brenn- 

®) Wir erwähnen nur, daß dieser Satz überhaupt für ge- 
schlossene Kurven gilt. ist im allgemeinen der sog. Krümmungs- 
schwerpunkt. S. LoRiA, S. 677/9. 

®) J. Booth, A treatiae on some new geometricäl methoda I, 
London 1873, S. 162ff. 
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punkte M' zusammen (Fig. 7 u. 8). Das zweite Kreispaar 
ist zum ersten in bezug auf die Nebenachse symmetriscli. 
Macht man nun auf irgend einem Strahl 0© = OP^ ^ OPy 
so kann man bemerken, daß der Mittelpunkt N von PQ 
von M die konstante Entfernung ^P^M'= ^a hat. Be- 
schreibt man den Kreis um M mit ^a als Badius und 
nennt man den zweiten Schnittpunkt von ON mit diesem 
Kreis N% so ist N'0 = PN = NQ. Daher wird OQ 
= ON-ON'=N'N (in beiden Fig. 7. u. 8). 



Fig. 8. 

Man erhält also eine Boothache LemnisTcate, wenn man 
die auf den Strahlen durch einen festen Punkt liegenden 
Sehnen eines Kreises von diesem Punict aus als Radien- 
Vektoren anträgt. 

10, . Die Tangenten des Doppelpunktes sind ge- 
geben durch a^a?^ + fe^y^ = 0, Uegen also so zur Neben- 
achse, wie die Asymptoten [x^ja^ + y^fh^ = 0] des Kegel- 
schnittes zur Hauptachse. Sie sind reell im Falle der 
Hyperbel, imaginär bei der Ellipse. Immer aber ist ein 
»Inflexionsknoten«, d. h. beide Zweige haben in ihm einen 
Wendepunkt. Denn jede der beiden Doppelpunktstangenten 
[ax + ihy = 0] schneidet in vier koinzidierenden Punkten, 
da die Glieder dritter Ordnung in der Gleichung fehlen; 
jede berührt also dreipunktig, weil ein Schnittpunkt durch 
den zweiten Zweig veranlaßt wird. 
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Um auch die zwei anderen Doppelpunkte in den ima- 
ginären Kreispunkten J und J^ näher zu untersuchen, trans- 
formieren wir die Gleichung (1) auf das Koordinatea- 
dreieck OJJ\ d.h. wir setzen 

(OJ) a? + iy = f, {Or) x-iy = ri, (JJ0« = C(=1)- 

Dann wird aus (1) 

a*) APtj^-a^ CHS + nY + ^^ C^(f - ^)^ = . 

Die niedrigsten Glieder in f , f und ^ , C , d. h. die Ko- 
effizienten der höchsten Potenz von ri bzw. f geben die 
Doppelpunktstangenten in J und J\ Diese sind also: 
4f2-(a2-&2) = o und 4^« _ (^2 _ j2) = q oder 

1 rj = X — iy =+^e . 

Spitzen wären also in J und J' nur dann, wenn a* = &* 
wäre (Kreis). Dann läßt sich aber von (1) der Paktor (x^ + y^) 
abscheiden. Setzt man ferner in (1*) etwa f = ±i«C, so 
trennt sich naturgemäß der Paktor C dreimal ab'. Für 
den vierten Schnittpunkt der Doppelpunktstangente mit der 
Kurve bleibt aber die Gleichung e{a^ — h^)C + 4:{a^ + h^)ri=0j 
die nur dann auch mit f = zusammenfällt, wenn a^ = —h^ 
(gleichseitige Hyperbel). Dann sind also auch die Kreis- 
punkte Inflexionsknoten. Die Fußpunktskurve der gleich' 
seifigen Hyperbel mit der Gleichung 

(3) {x^ + yY = a\<ß^ - y') 

oder in Polarkoordinaten 

(3*) Q = a/cös20 

hat drei Inflexionsknoten, wovon zwei in den imaginären 
Kreispunkten liegen. Sie ist die bekannte Bernoullische 
Lemniskate (Pig. 8)io). 

Die Inverse in bezug auf einen Kreis vom Eadius l um O , 
deren Aufstellung im allgemeinen Palle wir dem Leser über- 

^°) Jak. Bbbnoulli, Act. Erud. Sept. 1694. — Zu ihrer Erzeugung 
als Kissoide aus einem Kreise um M mit Kadius MN = r = ^a ist 
der feste Punkt im Abstände OJlf = |aV2 von M zu nehmen. 
Diese Konstr. wird 0. Maglaübin zugeschrieben. Die Gleichung 
in f , 17, C lautet: 2S^v^ — a*^'f' — a^V^'C^ = . 
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lassen, ist für (3*) q = Pja^(M^2 6 oder x^ — y^ = l'^ja^ . 
Das ist eine zur ursprünglichen gleichseitigen Hyperbel 
homothetische gleichseitige Hyperbel; sie ist nach N"r. 5 
zur ursprünglichen auch polarreziprok und für 1 = a mit 
ihr sogar identisch. 

11. Nach J. Plückers Definition nennt man ganz all- 
gemein »Brennpunkte« einer Kurve die Schnittpunkte der 
an die Kurve von den imaginären Kreispunkten zu legenden 
Tangenten. Diese Punkte erfüllen oft wichtige metrische 
Eelationen. In unserem Falle interessieren uns besonders 
die »außerordentlichen Brennpunkte«, die Schnittpunkte 
der vier Doppelpunktstangenten in J und J\ Aus (2) 
erhalten wir für deren Koordinaten 



(3t) '-^i*^ 









Die vier außerordentlichen BrennpunTcte einer Booth sehen 
Lemnisleate liegen also auf den Achsen in der halben Ent- 
fernung der Brennpunlcte des OrundkegelschniUes. Sie sind 
die Mittelpunkte der erzeugenden Kreise, die nicht durch 
gehen. Dies für die zwei imaginären nachzuweisen, sowie 
die Aufsuchung der gewöhnlichen Brennpunkte und der 
Brennpunkte der allgemeinen Fußpunktskurve eines Kegel- 
schnittes überlassen wir dem Leser. 

Wir verbinden die zwei reellen Brennpunkte M und M^ 
mit einem Punkte Q (a? , y) der Kurve. Dann ist 



MQ'.M.Q' = [{x - i6)2 + y^] . [{x + ie)^ + y^] 

= {oo' + y^f + \e^{x^ + y^) - e^x^ + ^e^ 
und wegen (1) 

= i(a2 + &2)(^2 + y2) + ^^4. 

Die Booth sehen Lemniskaten genügen also folgender Ee- 
lation 

(4) MQ^ . M^^ == ÖM^ + A'0Q\ 

Im Falle der BernoüUischen Lemniskate ist A=\{a^+'b^)=Q 
und man erhält die bekannteste Eigenschaft dieser Kurve 

(5) MQ'M^Q = ÖM\ 
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12« Die Fläche der Booth sehen Lemniskate ist im 
elliptischen PaUe /*= i^(a* + 6*)"), im hyperbolischen 
Falle Null. WiU man bei einer Kurve der letzteren Art 
die Fläche eines einzelnen Blattes, so hat man jg^dd 

zwischen den Grenzen und arctg^ zu nehmen. Es er- 
gibt sich 



/=./(«: 



arct»y 



2C0S2ö~&2gin2ö)d[ö 

= <i(a« - 6«) + i(a^ + &^)sin2 0}'^'^ * == i(a« + a& - ft«) . 

Die hyperbolische Boothsche Lemniskate ist also elementar- 
geometrisch quadrierbar. Ein Blatt der Bemoullischen 
Lemniskate hat die Fläche ^ a* . 

13. AusGleichung(3*)erhältman^'=« — asin2ö/ycos2ö. 
N'ennt man jn (ji') den Winkel zwischen Tangente (Normale) 
und Eadiusvektor, v den Winkel der Normafb mit der 
Achse, so ist 

tg^ = ö/^' = — ctg2ö, 

aber fA = fx' -\- ^n und folglich /i' = 2ö, woraus sofort 

(6) v^^e 

sich ergibt. Bei der Bemoullischen Lemniskaie ist also der 
Winkel der Normale gegen die, ^chse das Dreifache des Pölar- 
winkels ^^). 

Da ferner 

(7) ds = ad0/ycÖB2e 
und ^dv = d», so ergibt sich 

(8) • « = -r^— = ö". 

3}/cos2^ 3^ 

Das Produkt ^q hat also den konstanten Wert ^a*. 
Die Gleichungen (6) und (8) geben eine sehr einfache Kon- 

^^) Allgemein gilt der Satz: Die Fläche der Fußpunktskurve 
in bezug auf einen beliebigen Punkt ist gleich der Fläche der Fußp,'K, 
in bezug auf den Krümmungsschwerpunkt 8 , vermehrt um die Fläche 
des Halbkreises über 08 (Lobia S. 679). 

1*) Vbohtmann, Diss. inaug, phü. de curvis lemniscatae, Göttin- 
gen 1843. 
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struktion von Tangente und Krümmungsradius speziell für 
die Bernoulli sehe Lemniskate. Wir wollen aber hier gleich 
die zwischen Ä und s bestehende Eelation ableiten, indem 
wir aus (7) und (8) 6 eliminieren. Diese Eelation heißt 
man die »natürliche Gleichung« der Kurve. Sie wird 
später, besonders bei transzendenten Kurven eine wichtige 
Bolle spielen, weil sie eine von jedem Koordinatensystem 
unabhängige Definition der Kurve gibt (vgl. l^r. 122). Man 
erhält aus (8) ^2^^ 

du = 



und dann schließlich 
(9) « = 31 



«V81 «* — a* 



im- 



1 



Der Wert Ä = ^ a ist^ das Minimum für den Krümmungs- 
radius in den Scheiteln. Allgemein findet man, daß 

«cos//' = «cos2Ö = |ß 

ist. D. h. die Projektion des Krümmungsradius auf den 
Radiusvelctor ist gleich dem dritten Teil des Radiusvektors. 
Diese Eigenschaft, sowie die durch Gleichung (6) gegebene, 
charakterisiert die Kurve als eine spezielle »Sinusspirale« 
(vgl. IST. 92). 

Zusätze. 1. Für den Polarwinkel des Eadiusvektors, der ein 
halbes Blatt einer Bernoulli sehen Lemniskate im Verhältnis Xi/a, 
teilt, ist sin2ö = kl(X + fi)^^). Die Teilung ist also, wie die Qua- 
dratur, mit Zirkel und Lineal ausführbar. 

2. Zieht man ein System von Parallelen zur Hauptachse der 
Bernoulli sehen Lemniskate und seien JE j F irgend zwei nieht zur 
Nebenachse symmetrische Schnittpunkte, so liegen die Mittelpunkte 
aller Kreise {EOF) auf dem Kreise um durch die Brennpunkte. 
Daraus fließt folgende Konstruktion^^) der Lemniskate: In einem 
Kreise über-WM^ als Durchmesser ziehe man alle zu MM^ senk- 
rechten Sehnen AA^ und über ihnen als Durchmesser die Kreise. 
Diese bringe man zum Schnitt mit den Kreisen um A (bzw. ^1), 
die durch den Mittelpunkt von MM^ gehen. Die Schnittpunkte 
JE?, F beschreiben die Lemniskate. 

^*) ßiBEENS DB Haan, Diss, inaug, de Lemniscata BernotUliana, 
Amsterdam 1874. 

**) S. die vom Verfasser gestellte Aufgabe nebst Lösungen 
im Arch. Math. (3) 12, 1907, 277/81. 

WnsLsiTNSR, Spezielle ebene Kurven. '^ 
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§ 4. Quartiken mit drei Inflexionsknoten. 

14. Die Bernoullische Lemniskate legt es nahe, nach 
allen Kurven vierter Ordnung zu fragen, die wie sie mit 
drei Inflexionsknoten ausgestattet sind. Diese Kurven- 
familie besitzt eine Eeihe allgemeiner Eigenschaften, auf 
deren Darlegung wir jedoch verzichten müssen i^). Wir 
begnügen uns hier eine gemeinsame projektive Erzeugung 
dieser Quatriken zu geben und werden aus ihr einige Typen, 
denen eine besonders einfache metrische Erzeugung zu- 
kommt, herleiten. 

Das Dreieck der Inflexionsknoten OiO^O^ sei das Fun- 
damentaldreieck für homogene Punkt- und Linienkoordi- 
naten (a?i , ä?2 > ^3 > % > ^2 ? %) • ^s sei ein Polardreieck 
eines Kegelschnittes , dessen Gleichung in Linien- bzw. 
Punktkoordinaten dann lauten muß 

,-^x 0=1 ^^^^ + «2 ^1 + ^3 ^3 = 

~~ l ar^i»i + oc2^xl + Äg^a?! = . 

Wir bestimmen zu jeder Tangente T von den Pol P 
in bezug auf das Grunddreieck. Dieser PoP^) beschreibt 
dann eine Kurve der verlangten Art. 

Hat T die Koordinaten Vi , t?2 y ^s ^^^ betrachten wir 
das Grunddreieck als Kurve dritter Klasse mit der Gleichung 
A ^ % t*2 ^3 = , so sind die Koordinaten von P durch 
{S^|^Ui)u^=Vi gegeben: 

(2) ^X^ = -»2 ^3 y *^2 = % ^1 > *^3 = '^i'^i • 

Hieraus erhält man umgekehrt 

Setzt man diese Werte in (1), so ergibt sich die Gleichung 
der von P beschriebenen Kurve 

(4) Q ^ ocixlxl + «2 ^3^1 + Äg a??a?l = . 

Diese Kurve Q hat in der Tat z. B. in der Ecke O3 einen 
Doppelpunkt mit dem Tangentenpaare äj xl + ^2 a?i = , 

^^ S. Laguerbb, Nouv. Ann. math. (2) 17, 1878 und vor allem 
SoHOUTB, Arch. Math. Phys. (2) 2, 3, 4, 6, 1885/7. 

") Schneidet T 0^ 0^ in Äg, so liegt P auf dem zu 0.0^ , 
O3 O2 , O3 ^3 harmonischen Strahl. Ebenso für die übrigen Ecken. 
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das die Kurve in keinem weiteren Punkte mehr trifft. 
Jede Tangente ist also Wendetangente. Ebenso ist es in 
den beiden anderen Ecken. 

Die Gleichung der Kurve Q zeigt, besonders wenn 
man sie in der Form 

(4*) Q = (x^Xi^ + ^2 a?2^ + ^3 wf = 

schreibt, daß sie durch quadratische Transformation [gXi=xj^] 
aus dem Kegelschnitte 

(5) V = ixixl + «2 ^l + o^B ^i.= 

hervorgeht. Dieser Kegelschnitt V , der das Grunddreieck 
ebenfalls zum Polardreieck hat, ist aber zu polarreziprok 
in bezug auf einen dritten Kegelschnitt X derselben Art, 
der die Gleichung xl + xl + xl==0 hat. Man hat dann 
in V nur zu setzen aa?< = w<, um zu erhalten. Die 
Kurve Q hat vier Doppeltangenten; bezüglich dieser, sowie 
bezüglich einer tangentialen Erzeugung sehe man 'St. 86, 
deren Ergebnisse nur dualistisch umzuwerten sind. 

15. Für die Betrachtungen der vorigen Nummer ist es 
ganz gleichgültig, ob das Grunddreieck und die Koeffi- 
zienten oci, ^2 , Äg reell waren oder nicht. Damit nun Q 
reell sei, ist es bei reellem Grunddreieck nötig, daß auch 
die Koeffizienten reell und nicht alle von gleichem Vor- 
zeichen seien. Dann sieht man aber, daß nur immer zwei 
Inflexionsknoten reelle Zweige haben können. Der dritte 
ist notwendig isoliert. 

Es seien nun a?i=a?=0, a?2=y = zwei rechtwinklige 
(oder auch schiefwinklige) Achsen, x^ =z = die unend- 
lich ferne Gerade. Der Kegelschnitt * sei die Ellipse 

(6) E = x^la^ + y^lb^ -1 = 0, 
so daß 

«1 = a^ , «2 = ^S «3 = — 1 • 

Macht dann eine Tangente T von E auf den Achsen 
bzw. die Abschnitte p , q, so hat der Pol P seiner Defi- 
nition nach die Koordinaten — p , —q. Die von ihm be- 
schriebene Kurve heißt »Kreuzkurve«. Sie hat die 
Gleichung 

(7) x^y^ = a^y^ + h^x^ . 
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15. 




Flg. 9. 



Diese sowohl, wie die Konstruktion selbst zeigen, daß sie 
in den unendlich fernen Doppelpunkten die (Wende-) Asym- 
ptoten x = +a,y=+J) hat. Im Anfangspunkte ist der 
isolierte Inflexionsknoten mit den Asymptoten von E als 
Tangenten (Fig. 9). 

Nimmt man dasselbe Achsenkreuz, aber die Hyperbel 



(8) 



H = a?>2 - y^lh^ - 1 - 



als Grundkegelschnitt, so entsteht eine Kurve, die »Kohlen - 
spitzenkurve« genannt wird (Fig. 10). Sie hat in dem 
einen unendlich fernen Doppelpunkte die beiden (Wende-) 
Asymptoten x= + a, im Anfangspunkte die Asymptoten 
der Hyperbel zu Tangenten, während der unendlich ferne 
Punkt der a?-Achse isolierter Inflexionsknoten ist (Tangenten 
y =+ih) . Ihre Gleichung ist 



(9) 



x^y^ = a^y^ — h^x^ 



Da wegen der zentrischen Symmetrie jedem Punkte 
P{~-P > ^Q) ®i^ Punkt P'(p , q) entspricht, lassen sich die 
Konstruktionen der beiden behandelten Kurven wie folgt 
ausdrücken: 



15. 



§ 4. Quartiken mit drei Inflexionzknoten. 
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Rg. 10. 

Durch die Schnittpunkte irgend einer Tangente eines 
Kegelschnittes mit den Achsen ziehe man die Parallelen zu 
den Achsen. Der Schnitt- 
punkt P' dieser beiden 
Parallelen beschreibt eine 
Kreuzkurve, wenn der 
Kegelschnitt eine Ellipse, 
eine Kohlenspitzen- 
kurve, wenn er mne 
Hyperbel ist. 

Zusätze. 1. Für die Kreuz- 
kurve hat man die Parameter- 
darstellung 

X = a/cosu , y == 5/sinu ; 
fOr die Kohlenspitzenkurve 

x = acosu^ y = hcigu. 
Mittels dieser Parameterdar- 
stellung läßt sich für die Kreuzkurve die Fußpunktskurve 
ähnlich wie bei der Ellipse aufstellen. Wir wollen dies jedoch 
nur für den Fall « = & t\m, den die Fig. 11 wiedergibt (»gleich- 
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seitige« Ejreuzkurve). Man erh&lt als Gleichung der Tangente 
xcos^u + ^sin^K = a, als Gleichung der Senkrechten vom An- 
fangspunkt aus ojsin'u — ycos't« = 0. Die Elimination von u 
ergibt 

(a* + y*) («• + y' — «*)• = 27 a*x*y* . 

Die Kurve ist eine Potenzkurve 8. Ordg. und hat im Ursprung 
einen isolierten Punkt (Tangenten ac* + y* = 0) ; fttr as = , 
bzw. y = ergibt sich (x* + y* — »*)' = , d. h. in den Punkten 
X =±a, y = 0; y=±a, x = sind Spitzen. Die interessant 
gestaltete Kurve ist in der Figur wiedergegeben. 

2« Ganz ebenso erhält man für die Tangente der »gleich-- 
seitigen« Kohlenspitzenkurve ic/cos'u — y tg't« = a und 
schließlich als Gleichung der Fußpunktskurve 

[{x' + yr - a^x' - y^y = 27 a* x« y*(x* + y^ . 

Das ist eine Potenzkurve 12. Ordg. mit einem 6-fachen Punkte 
[Tangenten (jc* — y")' = 0] im Ursprung. Außerdem sind noch 
reelle Spitzen in a5=±a, y = 0, wie man aus der Gleichung er- 
kennt, wenn man y = setzt. Auf der y- Achse sind imaginäre 
Spitzen, auf den Tangenten des Anfangspunktes liegen isolierte 
Punkte. Hierauf wollen wir aber nicht genauer eingehen. Die 
Kurve ist in Fig. 10 angedeutet. 

3. Geht man von einem Punkte P der gleichseitigen Kreuz- 
kurve senkrecht zu der zugehörigen Kreistangente um 2 a nach 
rückwärts, so erhält man einen Punkt Q (Fig. 11). Dieser be- 
schreibt, wenn P die Kreuzkurve durchläuft, eine andere Kurve, 
die »Windmühle« genannt wurde *^). Ihre Gleichung in Polar- 
koordinaten findet man leicht. Sie ist g = 2actg2ö; in recht- 
winkligen Koordinaten 

05« y«(aj« + y«) = a«(jc« — y^ • 

Die Polargleichung der gleichseitigen Blreuzkurve ist g = 2 a/sin2 . 
Ihre Inverse hat also die Gleichung Qi= asin2Ö, wo e^i = 2 a« 
gesetzt wurde. Dies ist das sog. regelmäßige Vierblatt, eine be- 
stimmte Eosenkurve (s. Nr. 82). 

Die Inverse der Windmühle hat die Polargleichung ^ = a tg2 Ö . 
Sie ist also mit der Grundkurve kongruent, nur um 45*^ gedreht. Mit 
den polarreziproken Kurven der Kreuz- und Kohlenspitzenkurve 
werden wir uns noch ausführlicher zu beschäftigen haben (§ 17). 

16. Die Kreuzknrve und Kohlenspitzenkurve haben 
den Nachteil, daß mindestens einer ihrer reellen Inflexions- 
knoten im Unendlichen liegt. Wir wollen daher noch 

^^ G. DB LoNGOHAMPS, Cours de probUmes I., Paris (Delagrave) 
1898, S. 137. 
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eine Kurve aufstellen, bei der nur der isolierte unendlich 
fem ist. Dazu nehmen wir als Seiten des Polardreiecks 
die Geraden a? = 0, y = h , y = —h . Als Kegelschnitt 
können wir dann eine Hyperbel x^ja^ — y^jh^ = \ zugrunde 
legen, bei beliebigem a . Denn diese Hyperbelgleichung 
läßt sich schreiben 

SO daß Äi = a^ , «2 = ^s = "~2 ft^ . Die Quartik wird dann 

Die Konstruktion dieser Kurve, die wir wegen ihrer Ge- 
stalt »Sanduhrkurve« nennen wollen, läßt sich folgender- 
maßen formulieren: Gegeben 
eine Hyperbel und die beiden 
ParaUeUn zur Hauptachse in 
einem Abstände gleich der reel- 
len Länge der halben Neben- 
a^hse. Irgend eine Tangente 
der Hyperbel bildet mit den 
beiden Parallelen und der Ne- 
benachse ein Trapez. Dessen 
DiOfgonaZschnittpunlct beschreibt 
die SamduhrTcurve. 

Aus dieser Konstruktion 
sowohl (s. Fig. 12) wie aus 
der Gleichung läßt sich er- 
sehen, daß die Tangentep der 
Hyperbel in ihren Schnitt- 
punkten mit den beiden Paral- 
lelen dieinflexionstangenten der Kurve sind, daß ferner ihre. 
Asymptoten die Gleichungen y =+2bxja haben, während 
die der Hyperbel durch y =+bxja gegeben werden. Der 
isolierte Inflexionsknoten in y = , «? = hat die Tan- 
genten y2 _|_ 52 ^ . 

!?• Um nun schließlich aus unserer allgemeinen Kon- 
struktion die Bernoullische Lemniskate herzuleiten, setzen 
wir a?i = a? + iy , X2 = x — iy , a?3 = » = 1 und legen die 
gleichseitige Hyperbel 

al'ix + iyY + (Xl\x - iyY + (xt = 2(Kl^{x^-y^)-\-al^^0 




•Fig. 12. 
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zugrunde. Dann wird die Kurvengleichung 

(Xi{x — iyY + (K^{x + iyY + (x^{x^ + y^Y = 
oder 

Wir müssen demnach ^g = — 1 , a^ = ^ a^ nehmen, um 
Gleichung (3) zu erhalten. Dann lautet die Gleichung der 
Hyperbel 4(a?2 — y^) — a^ == . Dies ist demnach nicht die 
Hyperbel, als deren Fußpunktskurve die Lemniskate ur- 
sprünglich erschien, sondern eine zu ihr homothetische 
von halb so großen Dimensionen. 

Betrachten wir aber etwa die Kohlenspitzenkurve 
(Fig. 10). Dort beschreibt der Punkt P' die Kurve, während 
der Punkt P'% der auf der Tangente T und auf dem näm- 
lichen Eadiusvektor liegt, eine Kohlenspitzenkurve von 
den halben Dimensionen beschriebe. Wenn nun die Achsen 
nach den imaginären Kreispunkten gehen, so steht OP' 
senkrecht auf T , da der Eadiusvektor nach dem Punkte 
gehen muß, der auf der unendlich fernen Geraden zu dem 
unendlich fernen Punkte der Tangente in bezug auf die 
Kreispunkte harmonisch konjugiert ist. Wenn wir aber 
in P' eine Parallele zu T ziehen, so umhüllt diese eine 
Hyperbel von den doppelten Dimensionen der gegebenen, 
und die Lemniskate erscheint als Fußpunktskurve dieser 
letzteren Hyperbel. 

Zusätze. 1. Wir nennen auch die Sanduhrkurve »gleichseitig«, 
wenn a = 6 . Dann ist ihre Gleichung (y* — a*)* — 4a:*(y' + a*) = . 
Die Inverse dieser gleichseitigen Sanduhrkurve in bezug 
auf den Kreis mit Kadius a ist eine Potenzkurve 8. Ordg. mit der 
Gleichung 

[(aj« + yy - a« y^y = 4 a« oj« [(cc« + y^ + a« j/«] . 

Diese Kurve hat im Anfangspunkt einen vierfachen Punkt be- 
, sonderer Art; man sieht aber niu* einen Knoten mit den Asym- 
ptoten der Sanduhrkurve als Tangenten. Die oj- Achse schneidet 
außerdem nur noch in den Punkten a? = ±2 a . In den Inflexions- 
knoten (sc — 0, y =±a) der Sanduhrkurve hat sie Knoten mit 
denselben Tangenten (Fig. 12). 

2. Vermittels der in Nr. 13, Gleichung (6) bewiesenen Eigen- 
schaft erhält man auch sofort die Polargleichung derFußpunkts- 
kurve der Bernoullischen Lemniskate in der Form 
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Wir haben sie in Fig. 8 angedeutet. Dem Aussehen nach ähnlich 
wie die eben betrachtete Inverse der Sanduhrkurve, ist sie doch 
von dieser völlig verschieden. Denn sie ist eine Potenzkurve 
26. Ordg. und hat den Ursprung als 8-fachen Punkt mit den- 
selben Tangenten wie die Lemniskate. Ihre Gleichung in recht- 
winkligen Koordinaten ist nämlich 

(a« + yy [I6{x^ + t/2)' + 9 a«]« = [24 a^x^ + t/«)« + a»(a;2 — y^Y . 

Wie die Lemniskate selbst, ist sie eine spezielle Sinusspirale (Nr. 92). 

§ 5. Die spirischen Linien des Perseus. 

18. Wie in Nr. 7 angedeutet, wollen wir jetzt aus 
der ersten speziellen Kurvenklasse, die wir erhielten, den 
Boothschen Lemniskaten, eine allgemeinere Familie her- 
leiten, indem wir für sie die Kurven gleicher Potenz 
suchen. Die Gleichung einer Boothschen Lemniskate war 

(1) {w^ + y^y - {a^x^ + &2y2) = . 

Ein Punkt P{x,y) , der in bezug auf (1) die Potenz 77 
hat, bewegt sich dann auf der Kurve 

(2) (aj2 + y2)2 - (a^x^ + 62^2) - 77= . 

Eine solche Kurve hat, wie in der angezogenen Nr. 7 
schon ausgeführt, in den Kreispunkten dasselbe Verhalten 
wie die zugehörige Boothsche Lemniskate; sie hat daher 
vor allem auch dieselben außerordentlichen Brennpunkte 
wie diese, auf den beiden Achsen in den Abständen 
+|ya2 — &2^ ±^i^a^-h^ . Sind wieder M und M^ die 
beiden reellen auf der a?-Achse, der Mittelpunkt, Q ein 
Punkt der Kurve, so wird aus der Eelation (4) der Nr. 11 
die folgende 

(3) MQ^ ' M^^ = ÖW + n+Ä'ÖQ^ . 

Bedeuten also Ä und Ä^ zwei beliebige Konstanten, 
so können wir unsere neuen Kurven definieren durch die 
Eelation 
(3*) MQ" 'M^Q^ ^ Ä^ÖQ^ + A^ . 

Diese Kurven heißen »spirische Linien« aus einem 
Grunde, der in Nr. 20 ersichtlich werden wird. Nach dem 
Zeugnis des Proklus wurden sie von einem sonst wenig 
bekannten Geometer Perseus (ca. 130 v. Chr.) zuerst be- 
trachtet. 
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Abgesehen von den Boothschen Lemniskaten, für die 
Ai = (^ MMi)^ , ergeben sich als besondere Spezialfälle 
noch die Kurven für ^ = und ^^ = . Die ersteren 
sind die »Cassinischen Linien«, von denen wir in IN'r. 22 
sprechen werden, im besonderen wieder die BemoulUsche 
Lemniskate. Der Spezialfall ^i = scheint noch nicht 
näher betrachtet worden zu sein. 

19. Die spirischen Linien des Perseus sind die allge- 
meinsten bizirkularen Quartiken mit zwei Symmetrieachsen. 
Um die a?-Achse auszuzeichnen, nehmen wir |a| > \h\. Wir 
erhalten dann eine Vorstellung von der Gestalt unserer 
Kurven, zunächst für kleine Werte von 77, wenn wir 
Linien ziehen, die der zugehörigen Boothscheii Lemniskate 
sehr nahe liegen und sie nirgends überschreiten. Da für 
die Schnittpunkte mit den Achsen 



so ergibt sich im elliptischen Falle (Fig, 13) für 77 > ein 
bloßes Bifohum (geschlossener Zug mit zwei Einbuchtungen), 
das durch eine Form mit zwei Flachpunkten hindurch bei 
wachsendem 77 in ein reines Oval übergeht. Für 77 < 
hat man ein Bifolium mit eingeschlossenem zuerst kleinem, 
dann sich den beiden Einbuchtungen immer mehr nähern- 
dem Oval. Vereinigt sich das Oval mit dem Bifolium, 
so entstehen zwei Knoten auf der y -Achse. Dann muß 
aber die Kurve in zwei Kegelschnitte zerfallen, da eine 
eigentliche Quartik höchstens drei Doppelpunkte haben 
kann. Diese Kegelschnitte sind Kreise, da zwei ihrer 
Schnittpunkte in den Kreispunkten liegen. Aus (4) erkennt 
man sofort, daß dies für 77= —^6* eintritt. Die Mittel- 
punkte dieser Kreise sind selbstverständlich die beiden 
reellen Brennpunkte, die Eadien haben die Länge ^^a^ + h^ , 
die Schnittpunkte die Koordinaten a? = 0, y = +hl]/2 . 
Durch weiteres Verkleinern von 77 entstehen im Innern 
der Kreise zwei Unifolien, die dann in reine Ovale über- 
gehen, um schließlich in zwei Punkte Ä , Ä^ zusammen- 
zuschrumpfen. Aus (4) erkennt man, daß dies für 77 = — Ja* 
eintritt, so daß die beiden Punkte die Koordinaten haben 
y = 0, a? = +a/|/2. Die Kurve zerfällt dann wieder in 



19. 
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zwei Kreise, die aber ihre Mittelpunkte in den imaginären 
Brennpunkten haben, während ihre Radien reell und eben- 
faUs gleich ^^a* + h^ sind. A , A^ sind ihre reellen Schnitt- 
punkte. Für noch kleinere 11 bleibt die ganze Kurve 
imaginär. 

Für den hyperbolischen Fall (6* < 0) knüpfen wir die 
Vorstellungen an Fig. 8 an. Für 77 > ergibt sich auch 
hier ein einfaches Bifolium, das schließlich zu einem Oval 
wird. Für 77 <0 entstehen zuerst zwei Ovale, die für 
77= —^6* in die beiden Kreise übergehen, die ihre Mittel- 




Fig. 13. 

punkte in den reellen Brennpunkten haben und sich in 
den imaginären Pxmkten a? = 0, y = +11^2 schneiden 
(Radien = \^a^ — 6*) . Bei weiterer Verkleinerung von 77 
entstehen zwei Ovale im Innern dieser Kreise, die schließ- 
lich wie oben für 77= — ^a* auf die beiden Punkte y = , 
X = +al'^ zusammenschrumpfen. Auch hier sind dies di e 
Schnittpunkte zweier Kreise mit den Radien ^^a^ — &^, 
die ihre Mittelpunkte in den imaginären Brennpunkten 
der Kurve haben (Vgl. auch Fig. 14, S. 33). 

Im Falle b = zerfällt schon die Boothsche Lemnis- 
kate in zwei Kreise um die Punkte x = ±ia , y = , 
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die sich im Ursprung berühren. Für kleines 11 entsteht 
hier entweder ein Bifolium oder zwei Ovale, die sich wie 
in den vorhergehenden Fällen verändern. 

Wir haben hier aber auch den Fall einer imaginär en 
Ellipse als Grundkurve der Boothschen Lemniskate ins 
Auge zu fassen. Dann ist in Gleichung (1) und (2) sowohl 
6^ wie a^ negativ zu nehmen, und bei der Boothschen 
Lemniskate ist nur der isolierte Punkt im Ursprung reell. 
Für i7 < wird dann auch die ganze spirische Linie imagi- 
när, aber für i7> entwickelt sich aus dem isoUerten 
Punkt ein Oval, das mit i7 an Dimension wächst. Ist 
6 in diesem Falle gleich , so besteht die Kurve ursprüng- 
lich aus zwei sich im Anfangspunkt berührenden imagi- 
nären Kreisen und für i7> entsteht gleichfalls ein Oval. 

20. Lassen wir das System der beiden Bereise, in 
das die spirische Linie für Zr== — |fe* zerfällt, um die y- 
Achse rotieren, so entsteht eine wulstförmige Fläche, die 
»Kreisririgfläche« (Torus) heißt und von den Griechen 
»Spire« {oTielQa) genannt wurde. 

Perseus erzeugte nun die nach ihm benannten Kur- 
ven, indem er einen Torus mit Ebenen schnitt, die zur 
Achse des Torus parallel Hefen. Daß diese Schnittlinien 
mit den Kurven gleicher Potenz der Boothschen Lemnis- 
katen identisch sind, wollen wir jetzt zeigen^^). 

Es habe einer der beiden Kreise die Gleichung 

(5) (^-fl^)2 + y2-r2 = 0, 

dann läutet die Gleichung des Torus, wenn wir im Ur- 
sprung eine «?-Achse senkrecht auf der {x, y)-Ebene errichten, 
(y^ + «2 __ ^)2 + y2 _ y2 = , oder 

(6) (a?2 + 2/^ + «^ + fl'^ — ry = 4^2(^2 _|_ ^2) . 

Wir erhalten wegen der Symmetrie alle möglichen 
Schnitte der verlangten Art, wenn wir nur in dieser Glei- 



") Vgl. DB LA GouRNBBiK, Joum. math. (2) 14, 1869, 9—64, 
103 — 138. Dort werden die allgemeinen Schnitte des Tonis als 
»spirische Linien« bezeichnet. Es ist daher gut, die hier allein 
betrachteten Kurven immer »spirische Linien des Pbesbus« zu 
nennen. 
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chung z ^ d setzen und d variieren. Eine solche Schnitt- 
kurve hat demnach die Gleichung 

oder 

(7*) / (^' + 2^')' + 2(^' - ^' - ^')^' + 2{d^-\-g^- T^)y^ 
\ +{ä + g + r){d + g-r){d-g + r){d~g--T) = 0. 

Diese Gleichung identifiziert sich mit (2), wenn man setzt 
(8) , = iy^^^, r = i)/5B|, d = i)^;BJ. 

Jede Schnittlinie ist also eine spirische Linie des Perseus 
nach unserer ursprünglichen Definition; aber das System 
der Schnittlinien bei festem r und g und variablem d ist ein 
ganz anderes als jedes der vorhin betrachteten Systeme 
bei festem a und 5 und variablem 11, Aus dem kon- 
stanten Glied von (7*) sieht man sofort, daß /7 verschwin- 
det, wenn d = +(ör + r), d. h. die Schnittlinie ist eine 
Boothsche Lemniskate, wenn die Ebene Tangentialebene 
des Toms ist. Für d = +{g + r) haben wir hier den Fall, 
daß nur der isolierte Punkt reell ist. Für öf = ist, wie in 
der vorigen l^ummer gezeigt, i7= — ^6* ; wenn i7= — ^a^, 
so ist andererseits r = , d. h. die Kurve besteht im 
Beeilen nur aus zwei isolierten Punkten. Die reellen 
außerordentlichen Brennpunkte liegen bei dem ganzen 
System aller Schnittkurven auf dem Kreis, den der Mittel- 
punkt des erzeugenden Kreises bei der Eotation beschreibt. 

20 a. Man könnte aus dieser Erzeugung die spiri- 
schen Linien einteilen, je nachdem der Torus offen {g> r) 
oder geschlossen {g = r) ist oder sich« selbst durchschneidet 
(g <r). Dies entspricht den Fällen 5^ < , = , > der 
vorigen Nummer; jedoch nicht vollständig, solange d nur 
reeU gedacht wird. In der Tat werden die Formen, für 
die —\'b^> n> —\a^ aus dem reellen Torus durch eine 
imaginäre Ebene ausgeschnitten und für a^ < , &^ < , 
iT> ist der ganze Torus, sowie die schneidende Ebene 
imaginär. Diese Fälle entgingen natürlich den antiken Geo- 
metern; sie entspringen aber alle gleichmäßig aus unserer 
reellen Definitionsgleichung (3*), wenn man nur einerseits 
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A^ alle Werte durdüaufen läßt, andererseits A [= ^(a* + 6*)] 
niclit bloß positiv, sondern auch negativ nimmt ^^). 

Ans Gleichung (6), wo z = d gesetzt sei, läßt sich 
ferner eine sehr einfache Konstruktion der spirischen Linien 
herleiten 1^*). Setzt man nämlich x^ + d^ = P , so geht 
die Gleichung über in (f * + y^ + g^ — r*)* = 4 </* f * oder 

(8a) {S±g)' + y^-r^. 

Zeichnet man also einen der durch (8 a) dargestellten Kreise, 
so erhält man sofort zu einem Punkte (f , y) desselben 
den Punkt (x = /f ^ — (j2 ^ y) ^^j, gpinschen Linie. Da 
außerdem 

xdxjdy = id^fdy , 

so hat der Bereis (8 a) mit der spirischen Linie in ent- 
sprechenden Punkten gleiche Subnormalen. Daraus ent- 
springt eine bequeme Konstruktion der Normale. 

21. Die spirischen Linien des Peeüseus können aus 
einem Kegelschnitte noch auf ganz andere Weise abgeleitet 
werden. Es sei 

(9) E = f 2/^2 + ri^ln^ -1=0 

dieser Kegelschnitt. Wir suchen den Ort eines Punktes 
P(a?, ^), von dem aus E unter dem konstanten Winkel 
o) erscheint. P beschreibt dann eine sogenannte »isoptische 
Kurve« des Kegelschnittes E . Um die Gleichung dieser 
Kurve aufzustellen, bilden wir erst die des Tangenten- 
paares von P an E 

I {n^xi-^-m^yri — m^n^Y 

\ — (^2/j52 j^ m^y^ — m'^n^){n^^^ + m^rj^ — m^n^) = 

oder 

(10*) n^x - 1)2 + m^y - rj)^ - {xt} - y S)^ ^ . 

Setzt man hier y — rj = X{x — S) , so erhält man nach 
Division mit {x — f)^ die Gleichung für X 

(11) A2(m2 - a?2) + 2Xxy + (n^ - y^) = . 



^^) Eine andere, kaum einfachere Detinition^ die dasselbe 
leistet, wurde von Sikbbok gegeben (J. f. Math. 57, 58, 1860/61). 
*»») a. Tbixbiba, Arch. Math. (3) 11, 1907, 64-71. 



21. § 5. Die spirischen Linien des Perseus. • 31 

Sind Ai , Ag die Wurzeln dieser Gleichung, so ist 

^^ "" • \1 + A, Xj [(m« + n^ - (x^ + 2/^)]^ ' 
also die Gleichung der gesuchten Kurve 

(12) [(a?2 + y2) _ (^2 _|. ^2)]2 = 4(^2^2 ^ ^2^2 _ m2w2)ctg2a) . 

Man bemerkt sofort, daß sie für cd = \7i in den doppelt 
zäMenden »orthoptischen Kreis« des Kegelschnittes über- 
geht. Im allgemeinen ist sie eine spirische Linie des 
Perseüs. Zur Identifikation mit (2) hat man nur zu 
setzen 

2[w2 + (1 + 2 ctg2a>) w2] =- a2 ; 

(13) < 2[n2 + (l + 2ctg2a>)m2] = &2; 

(w2 + n2)2 + 4 m^n« ctg2o> = — 77 . 

Sind a^, 6*^ jj gegeben, so erhält man m^ und n^ und 
daher auch ctgö> zweiwertig aus den Gleichungen (13), da 
zwei derselben linear und die dritte quadratisch in m^ , n^ 
ist. Daher ist jede spirische Linie isoptische Kurve von 
zwei Kegelschnitten. 

Wir wollen nur den Fall näher betrachten, daß 77= , 
also (12) eine Boothsche Lemniskate ist. Dann muß 
eignet) = —{m^ + n^)^l4im^n^ sein, während man für m^ 
und n« -die Werte m« = - a« 54/(^4 _ 54) ^ n^ = a^ &2/(^4 _ 54) 

findet, so daß a^jh^ = —n^fm^. . Durch a und h ausgedrückt 
ist also ctgö) = (a* — h^)lah . Der Winkel co ist demnach 
bei hyperbolischen Lemniskaten imaginär, d. h. der Kegel- 
schnitt E umschließt die Lemniskate; E selbst ist eine 
(reelle oder imaginäre) Ellipse. Für eine elliptische Lemnis- 
kate ist CO reeU, E eine Hyperbel, in deren Äußerem 
die Lemniskate liegt. Für die BernouUische Lemniskate 
(«2 = —h^) artet E in die doppelt zählende unendlich ferne 
Gerade aus. Die BernouUische Lemniskate ist demnach 
nicht die isoptische Kurve eines eigentlichen Kegelschnittes. 
Bern. Wir können nur anmerken, daß die spirischen Linien 
des Pbbseus auch in den konformen Abbildungen auftreten , die 
durch die elliptischen Funktionen sn, cn, dn vermittelt werden. 
Sie sind dort diejenigen Kurven, die in der u;-Ebene den Achsen- 
parallelen der 2r-Ebene entsprechen, wenn etwa m; = sn^: gesetzt 
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wird. Q. HoLZMÜLLBR nennt sie deshalb sn- , cn- , dn-Kurven, je 
nach der abbildenden Funktion *°). 

22. Wir müssen nun noch dem besonderen Fall, daß 
in der Definitionsgleichung (3*) der spirischen Linien die 
Konstante ^ = ^(a^ + ft^) = ist, etwas Aufmerksamkeit 
schenken. Die bezüglichen Kurven sind definiert durch 
die Bedingung 

(14) MQ'MiQ= ^ÖM^ + n = konst. 

und haben die Gleichung, wenn OM = aj^ gesetzt wird, 

(15) (a?2 + 1/2)2 _ ^2(^2 _ 2/2) - il= . 

Für n =0 ergibt sich, wie schon früher angedeutet, 
die Bernoullische Lemniskate mit der Eigenschaft MQ'MiQ 
= OM^ . Die übrigen Kurven sind die Kurven gleicher Po- 
tenz für die Bernoullische Lemniskate und heißen »Oassini - 
sehe Linien«, weil J. D. Cassini sie erdachte, um sie als 
Planetenbahnen an Stelle der Keplerschen Ellipsen treten 
zu lassen 21). Wenn nun auch diese vermeintliche Eigen- 
schaft nur historisches Interesse hat, so zeichnen sich die 
Oassinischen Linien doch sowohl durch ihre einfache De- 
finition, wie durch manche besondere Eigenschaften aus, 
daß sie unter den spirischen Linien verdienen hervor- 
gehoben zu werden. 

l^ach unseren früheren Überlegungen können wir so- 
fort sagen, daß alle Gassinischen Linien in den imaginären 
KreispunJcten InflexionsJcnoten haben. Das System (15) 
enthält für. i7> Bifolien, die schließlich Ovale werden, 
für i7<0 zunächst zwei Ovale (s. Fig. 14). Die Fälle 
n= —^5* und n= —^a^j die im allgemeinen hyperboli- 
schen Falle Kreispaaren entsprechen, fallen hier zusammen. 
Die Ovale reduzieren sich dann auf die beiden Punkte 
mit den Koordinaten y = , o? == +a//2 . Das sind aber 
hier die aUen Kurven gemeinsamen reellen außerordent- 
lichen Brennpunkte M , M^. Gleichzeitig entstehen aber 
auch in den imaginären Brennpunkten a?.= 0, y = +ail]f2 
Doppelpunkte. Demnach muß die Kurve in das Vierseit, 



*°) Mnf, in d, Theorie d, isogonalen Verwandtschaften, Leipzig 
(Teubner) 1882, § 101/3, Fig. 62 u. 63. 

2^) S. iJUments d astronomie von Jak. Cassini, Paris 1749, S. 149. 
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das die vier außerordentlichen Brennpunkte und die Kreis - 
punkte zu Ecken hat, zerfallen. In der Tat ist 

= [y' + (^ - alY2y\[y^ + {x + a//2)2] . 

Für noch kleineres 11 wird die ganze Kurve imaginär. 

23. Die Cassinischen Linien lassen sich infolge ihrer 
einfachen Definition leicht mit Zirkel und Lineal zeichnen, 
auch existiert für sie eine bemerkenswerte Konstruktion 
der Normale (bzw. Tangente). Sind M und M^ die beiden 

S . 




Flg. 14. 

Brennpunkte, A und A^ die Scheitel auf der Hauptachse 
(welch letztere, wenn etwa a und 77 gegeben sind, aus 
Gleichung (4) in Nr. 19 konstruiert werden Jkann), so be- 
schreibe man über MM^ als Durchmesser den Kreis, ziehe 
von A aus irgendwelche Sekanten ANN^ und dann um 
M bzw. Jfi mit AN bzw. AN^ Kreise. Diese schneiden 
sich in Punkten der Cassinischen Linie. Denn es ist 
MA . M^A = NA . N^A = konst. 

Die Tangentenkonstruktion ist ein Spezialfall eines 
allgemeineren Verfahrens, das wir nun darlegen wollen^^).. 

**) S. Mnf. in die Theorie der Curven von Q-. Soheffbrs, 
Leipzig (Veit & Co.) 1901, S. 86. — Ausftthrl. mit Berücksichtigung 
der Ausnahmefälle in Math.-Naturw. Mitt. Württemberg (2) 2, 
1900, 33—49. 

WiBLEiTMEB, SpezieUe ebene Kursen. "^ 



34 I- Abschnitt. Kissoiden. 23. 

Es seien n Punkte Mi gegeben, Qi seien die Abstände 
eines Punktes Q von den Punkten Mi . Dann beschreibt Q 
eine Kurve, wenn verlangt wird, daß eine gewisse Funktion 
1/ dieser n Entfernungen konstant bleibe. Diese Kurve 
ist also definiert durch die Gleichung 

(16) 1/{Qi , Q2, -' Qn) = konst. 

und für einen Punkt der Kurve ist, wenn Q' einen un- 
endlich benachbarten Punkt bedeutet und QQ^=d8 ge- 
setzt wird: 

(17) M = li^i£L + MM . .. . ii^ift._o. 

■ 08 dg^ 08 dQ2 08 ' ' ' dQn <5» 

Kun ist aber dQild8 bis auf unendlich kleine Größen gleich 
dem cos des Winkels (pi, den 08 mit Qi bildet (Fig. 15). 
Trägt man daher die Werte BUj^Qi 
^IS^^^' ^ Strecken r» von Q aus auf den 

\ Strahlen QMi auf, so sind die Aus- 

"v<\ drücke dUI^Qi'dQijd8 die Projek- 

^ ^^\nfj tionen der r^ auf die Tangentenrich- 
tung QQ' . Es ist nun bekannt, daß 
man die Summe der verlangten Pro- 
/' ^^"^ jektionen erhält, wenn man die r»- 

^ als Kräfte betrachtet und ihre Ee- 

Fig-iB. sultante Q8 auf QQ' projiziert. Da 

die Summe der Projektionen aber 
Null sein soll, ist QÄ die Normale der Kurve U= konst. 
Für die Cassinischen Linien ist If^ QiQi = konst., 
also äl/=^ Q2dQi + QidQ2, und man hat folgende Kon- 
struktion der Normale (Fig. 14): Mache auf QM die 
Strecke QB = QMi, auf QM^ die Strecke QB^^QM. 
Ist dann 8 die vierte Ecke des Parallelogramms mit den 
beiden Seiten QB und QB^, so ist QÄ die gesuchte Nor- 
male. 

Bern. Die obige allgemeine Ableitung bleibt bestehen, wenn 
einige oder alle Mi statt Punkte gerade Linien sind. Die Ab- 
leitung wäre mit Hilfe der Vektorenrechnung besonders einfach 
gewesen. Man definiert den Differentialquotienten u von U durch 
die Gleichung dU=d8\(u + sy^) mit lims = für 5s = . Da 

*^) Die bei E. Jahnkk, Vorl. üherVeklorenrechnungy Leipzig (Teub- 
ner) 1905 angewendete, vereinfachte Graßmannsche Bezeichnung 
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dU = sein soll; muß schließlich u auf ds senkrecht stehen, also 
ist u die Normale. Außerdem ist dQi = MiQ^ — MiQ= QQ'= Ss , 

^^^ w = n + r« + . . . + fn , 

das ist das oben gegebene Resultat ^^). 

Ist U^ Qi ± Qi, so erhält man mittels dieses Verfahrens die 
bekannten Tangentenkonstruktionen für Ellipse und Hyperbel. In 
Nr. 65 werden wir es wiederum verwenden. 

§ 6. Die Fußpunktskurven der Parabel. 

24. Die vorausgehenden Untersuchungen knüpften alle 
mittelbar oder unmittelbar an die kissoidale Erzeugung an, 
die wir im § 2 von den Fußpunktskurven der Mittelpunkt- 
kegelschnitte gegeben hatten. Fußpunktskurven der Pa- 
rabel nun erhalten wir durch die damals angegebene Kon- 
struktion, wenn wir statt des Elreises K' mit dem Eadius R, 
auf dem der Pol nicht lag, eine Gerade G nehmen. Wir 
können den Übergang bewerkstelligen, wenn wir (vgl. Fig. 2), 
den einen Scheitel des Kreises beibehaltend, m — B = ]c 
setzen und m wie R unendlich werden lassen. Dann geht 
in der Tat aus der Gleichung des Kreises K' 

(1) ^2 = ^ cosö + yjB^ — m^sin^ö , 

wenn wir die Wurzel wegschaffen, m = 1c + R setzen und 
R nach oo konvergieren lassen, die Gleichung der Ge- 
raden Q im Abstände Tc von hervor 

(2) ^2 = fc/cosö . 

Die Gleichung des ersten Kreises K bleibt 

(3) Qi = P cosö + g sinö . . 

Daher wird die Polargleichung der Kissoide aus Kreis und 
Gerade, mit dem Pol auf dem Kreis 

(*) [Q2 "" öl =I Ö =* fc/cosö — p cosö — q sinö , 

des »inneren Produktes« zweier Yektoren: a\b = a6cos(a, b) , 
Es sei auch noch angemerkt, daß Vektoren wie Kräfte (oder kom- 
plexe Größen) geometrisch addiert und subtrahiert werden. 

■*) Ausfahrliches bei G. Pbano, Äppl. geom, del Calc. inf,, Turin 
(Bocca) 1887, S. 130ff., bes. S. 139/42. — Da wir nicht Raum genug 
haben, die Anwendung der Yektorenrechnung auf ebene Kurven 
näher auseinanderzusetzen, sei auf dieses Buch, sowie auf das von 
C. BüBiiii-FoBTi, Lez, di geom, metrico-prcjettiva, Turin (Bocca) 1904, 
ausdrücklich hingewiesen. 
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oder in Punktkoordinaten 

(4*) x{x^ + y^) = {Je — p)x^ — qxy + Jcy^ . 

Dies ist eine allgemeine zirJculare Kuhih mit Doppelpunkt 
in . 

Gleichzeitig wird bei unserem Übergange für den zu- 
gehörigen Kegelschnitt 



oc = —oo 



a = oo 



a + oc =p —h 




nc 16. 



ß = q 6 = oo oc + e = p 

Dieser ist also eine Parabel mit dem Scheitel 8 
(x =^]c —p , y = —q) und dem Brennpunkt F {x = —p , 
3/ = — g) , so daß Je die Entfernung des Scheitels vom 

Brennpunkt bedeutet (Fig. 16). 
ö Ihre Gleichung ist 

(y + q)' + 4.Je{x + p-Je) = 0, 

und der Leser mag selbst die 
Gleichung der Fußpunktskurve 
dieser Parabel aufstellen, um sie 
als mit (4*) identisch zu erkennen. 
Die durch (4*) dargestellte 
Kubik hat die Gerade a? = fc (G) 
als Asymptote. Diese schneidet 
die Kurve noch in einem Punkte 
H{y = —Jeplq), den man »Haupt- 
punkt« nennt 25). Pür den reellen Schnittpunkt der beiden 
anderen Asymptoten, den außerordentlichen Brennpunkt B 
der Kurve, erhält man x^—^p, y = —iq', d. h. man 
bekommt ihn, indem man den Eadius OM des erzeugen- 
den Kreises über um sich selbst verlängert. B ist 
Mittelpunkt der Strecke zwischen und dem Brenn- 
punkt F der zugehörigen Parabel; OH ist Tangente von K , 
also _L jBO . In der Tat läßt sich (4*) in der Form schreiben 

(4t) {x-Je)[ix+ipy+{y+i'q)^] + {Jep-r^)x+Jeqy+Jer^=0. 

Hieraus ist ersichtlich: Schlägt man um B irgend einen 
Kreis {iß + ^p)^ + {y + ^q)^ = Ä j so geht durch die zwei 

*^) Diese und die folgenden Bezeichnungen und Sätze gelten 
überhaupt für zirkuläre Kubiken. Vgl. E. Czubbb, Zeitschr. Math. 32, 
1887, 257—286. 
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endlichen Schnittpunkte dieses Kreises mit der Kubik (der 
Kreis berührt die Kubik in den Kreispunkten) eine Gerade 
A{x -Je) + (kp - ip^ - iq^)x + Tcqy + i1c(j)^ + q^) = , 
die dem Kreis eindeutig zugeordnet ist und durch H geht. 
Demnach wird jede derartige Kurve erzeugt durch ein kon- 
zentrisches Kreishüschel um B und ein dazu projektives 
Oeradenbüschel durch H. 

25. Ein erster spezieller Fall der Lage von G und K 
ist, daß der Fußpunkt A des Lotes von auf G in K 
liegt. Die entsprechenden ratio- 
nalen, zirkulären Kubiken sind 
demnach dadurch charakterisiert, 
daß die eine Tangente des Knotens 
auf der Asymptote senkrecht steht. 
Fiir den Scheitel der zugehörigen 
Parabel ist x = k — p = , Diese 
Kurven sind demnach die Fuß- 
punktskurven von Parabeln aus 
Punkten der Scheiteltangente. Sie 
wurden »Ophiuriden« genannt^^) 
(von 6 oq)ig = Schlange und i^ ovgd 
= Schwanz). Wird G Tangente an 
•K , so wird OA Durchmesser, 
rückt in den Scheitel der Parabel. 
Die Ophiuride wird zur »Kissoide 
des DiOKXES« (s. Nr. 27). 

Eine andere spezielle Lage ist, 
daß G durch den Mittelpunkt M 
von K geht. Die Kurve ist dann 
dadurch spezialisiert, daß die Tan- 
genten ihres Knotens zueinander 
senkrecht sind. Sie heißt »Stro- 
phoide«^^) (von 6 orgocpog = ge- 
drehtes Band) und spielt in viölen 
geometrischen Fragen eine wichtige 

Bolle. Hier ist vor allem erwähnenswert, daß der außer- 
ordentliche Brennpunkt B auf die Kurve zu liegen kommt 
{HB berührt die Kubik in B), Dies hat zur Folge, daß 

• **) Von Uhlhobn, Entdeckungen in det^ höh, Geometrie, Olden- 
burg 1809, S. 12. 

*') MoNTUOOi, Nouv. Ann. math. 5, 1846. 




Flg. 17. 
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wir eine weitere (dritte) Erzeugung angeben können, die 
von Interesse ist. Zuerst sei aber bemerkt, daß O 

für die Strophoide auf der 
Direktrix D der zugehöri- 
gen Parabel liegt (Fig. 18). 
Wir ziehen nun durch 
B irgend einen Strahl, der 
die Kurve in A und A' 
schneiden möge. Die 
Schnittpunkte von OA , 
OA' mit K seien 0, 0% 
mit G aber D, D\ Man 
erkennt dann leicht, daß 

AOAB^ACDM; 

AOA'B^AG'D'M. 

Daher ist CMC' eine Ge- 
rade und OA ± 0A\ Ist 
ferner N der Schnittpunkt 
von AA' mit D , so er- 
kennt man aus den Winkel- 
beziehungen, daß 

AN = A'N.' 

Demnach können wir die 
Kurve folgendermaßen er- 
zeugen: Gegeben ein fester 
Winkel BOE . Man nehme 
auf jedem Strahl durch B , 
der 0^ in -^ schneidet, 
NA = NA' = NO, so be- 
schreiben die Punkte A , 
A' die Strophoide. Oder: 
Es ist ein Büschel von 
Kreisen gegeben, die sich 
in berühren (MittelpunMe 
auf OE), sowie ein fester 
PunJctB. Man ordnet jedem 
Kreise den Strahl durch B zu, der durch den Mittelpunlct N 
des Kreises geht. Die SchnittpunJcte A , A' dieser so projektiv 
aufeinander bezogenen Büschel erzeugen die Strophoide. 




Rg. 18. 
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Ans dieser Erzeugung oder Eigenschaft folgt sofort 
eine andere, stereometrische, die schon von G. Casali (1757) 
angegeben und von A. Qüetelet^») wieder zum Leben er- 
weckt wurde. Wir verlängern ÄA' hmO auf G und nennen 
die Längen der Seiten des ABHO bzw. h, h, g. Dann 
iBt GM = h-g; NO = NA ==^ NA' = i(6 - g) ; daher 

. lBA=.A'G^i{h + g-h), 



{ 



BA'=AG =:^(h-g + h) 



Dies sind aber die elementaren Formeln für die Be- 
rührungspunkte des Inkreises von ABHG und des an 50 
liegenden Ankreises. Denken wir uns diese Kreise be- 
schrieben, so können wir die Figur als Achsenschnitt eines 
Kreiskegels BHM mit der Spitze in H, mit zwei ein- 
geschriebenen Kugeln betrachten. Diese sind durch die 
den Kegel schneidende Ebene, deren Spur BG ist, getrennt 
und werden von ihr in A , A' berührt. Dann sind aber 
nach dem bekannten Satze von Quetelet-Dandelin A , A' 
die Brennpunkte der Schnittlinie. Drehen wir nun die 
schneidende Ebene um die in B auf der Grundebene senk- 
recht stehende Tangente, so beschreiben die Brennpunkte die 
8trophoide. Daher heißt die Strophoide auch oft »Fokale 
mit Knoten 29) (focale ä noeud)«. 

26. Die Strophoide wird symmetrisch und heißt 
»gerade Strophoide«, wenn Oif _LG genommen wird 3^). 
Sie ist dann die Fußpunktskurve einer Parabel für den 
Schnittpunkt der Direktrix mit der Achse. B wird zum 



*^ LHss. de quibusd. loc, geom. Gent 1819. Daran knüpft an 
das Afe^. 8. quelqu, propr, remärquables de la focale parab. von 
Dandklin (M6m. Belg. 2, 1822). 

") Unter »Fokale« oder »Fokalkurve« schlechthin versteht 
man die zirkuläre Kubik, welche den Ort der Brennpunkte der 
Kegelschnitte einer Schar bildet. Vgl. Sohböteb, Math. Ann. 5, 
1872; DuBdaK, ebd.; B. Müller, Zeitschr. Math. 40, 1895. Auch bei 
ihr lieget der außerordentliche Brennpunkt auf der Kurve. In der 
oben für die Strophoide gegebenen Erzeugung muß nur an die 
Stelle des Ereisbüschels mit Berührungspunkt ein gewöhnliches 
Kreisbüschel treten. 

'®) BooTH^) nannte sie, wegen mannigfacher Beziehungen zu 
den Logarithmen und zum Kreise >LQgozyklika«. Siehe die aus- 
führliche Darstellung bei S. Güntheb, Parab. Logarithmen u. parab, 
Trigonometrie, Leipzig (Teubner) 1882. 
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Scheitel der Kurve {-^BON = ^n), H rückt ins Unend- 
liche, G wird Wendeasymptote (Fig. 19). Für die zuletzt 
gegebene Erzeugung artet der Kireiskegel in einen Kreis - 
Zylinder aus. Ihre Gleichung ist (p = 2fc = 2r; q = 0) 

(6) x{x^ + y^) = r(y^ — x^) . 

Aus (5) erhält man hier 

BA . BA' = i[Ä2 - (& - g^] = ^{BG^ - QM^) , 

also BA . ^ J.' = r2 . 

D. h. flfie gerade Strophoide geht durch zirlculare In- 
version vom Scheitel B aus in hezug auf einen dem er- 
zeugenden gleichen Kreis L in sich seihst über. 

Bern. Diese Eigenschaft ist nicht etwa für die gerade Stro- 
phoide charakteristisch. Man heißt überhaupt Kurven, für die es 
gewisse zirkuläre Inversionen gibt, durch die sie in sich selbst 
übergeführt werden, »anallagmatisch« (von oc priv. und dXXdtro} 
= ich ändere) und es existiert der Satz: Jede hizirkulare Qtuirtik 
und jede zirkuläre Kuhik ist im allgemeinen für 4 Zentren anaUag- 
matisch. Wir führen dies nur an, da wir nicht die Absicht haben, 
auf die allgemeine Theorie dieser Kurven einzugehen. Bei den 
Zirkularen Kuhiken liegen die 4 Zentren auf der Kurve und sind die 
vier Berührungspunkte der zur reellen Asymptote parallelen Tangenten. 
Demnach gibt es bei den rationalen Kubiken dieser Art nur 
2 Zentren, imd wenn sie noch dazu synunetrisch sind, eines: das 
ist der ScheiteP^). Für die von uns behandelten Kubiken wird 
es dem Leser nicht schwer fallen, dies direkt nachzuweisen. 

27. Eine weitere, naheliegende Spezialisierung der Lage 
von G und K ist die, daß die Gerade G den Kreis K be- 
rührt. Dann muß offensichtlich in eine Spitze auftreten, 
indem auf die Parabel rückt (Fig. 20). Die geometrische 
Bedingung ist hier Je — ^p = ^']lp^ + q^ . Diese ist in der 
Tat mit der Forderung identisch, daß in Gleichung (4*) 
die rechte Seite ein Quadrat werde: q^ =^ 4:k{h ~p). Die 
Gleichung läßt sich dann schreiben 

(7) x{x^ + y^) ^k{y^x g/2 k)^ 

*^) Vgl. den Aufsatz von G. Teixbira*) sowie einen andern von 
G. LoBiA in Quart. J. math. 22, 1886. Grundlegend J. Casby, Trans. 
Ir. Ac. 24, 1869; ziemlich ausführlich bei A. B. Basskt, An dement, 
treatise on cub. and quart. curves. Cambridge (Deighton Bell) 1901, 
S. 133—160; für Kubiken auch bei F. Dumont, G^om. du 5« ordre. 
Paris (A. Hermann) 1904, S, 100—103. 
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oder, wenn wir mit oi den Winkel der Spitzentangente 
gegen die a?-Acli8e bezeichnen 

(7*) x{x^ + y') = ic{y-(v tgoc)^ . 





Flg. 19. 



Flg. 20. 



Die Kurve nennt man kurzweg »schiefe Kissoide« 
im Gegensatz zur »Kissoide des Diokles«, die oft bloß 
»Kissoide« genannt wird. Diese letztere geht aus der 
schiefen Kissoide hervor, wenn fc = 2 r und damit p = 2r, 
g = , tga = wird. Ihre Gleichung ist daher 

(8) x{x^ + y^) = 2ry^ . 

Sie ist die Fußpunktskurve einer Parabel in bezug auf 
den Scheitel (Fig. 21). Diokles (zwischen 250 und 100 
V. Chr.) bediente sich ihrer, um das delische Problem von 
der Verdoppelung des Würfels zu lösen. Der Name, den 
wir auf die ganze, bis jetzt betrachtete Kurvenfamilie 
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ausgedehnt haben, kommt von 6 xiao6g = der Efeu. Man 
betrachtete nämlich (bis ins 17. Jahrhundert) nur den 
innerhalb des Kreises liegenden Teil der Kurve, der mit 
dem abschließenden Halbkreis in der Tat eine efeublatt- 
ähnliche Figur bildet. 




•^ <^ ? 



Fig. 21. 



Wir wollen gleich zeigen, wie sich die Kissoide in 
hervorragendem Maße dazu eignet, das delische Problem 
zu lösen. Es sind zwei Strecken a, &(=2a) gegeben, 
zwischen denen zwei mittlere Proportionalen ar, y in 
stetiger Folge eingeschaltet werden sollen, so daß also 

a: X = x: t/= t/:b 
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und folglich x^ = a^h ^2a^ wird. Macht man nun 
OA = 2r = a, OÖ = 5 = 2a, zieht Ä O , wodurch die 
Kissoide in C geschnitten wird, sodann 0(7, so gibt dies 
auf G den Punkt E und AE = x. Es ist nämlich 
(OD = Xy DG = y) a: {a — x) = b: y, ferner a: x = x:y . 
Hieraus ergibt sich x = a lj{b + jt) , y = & jr/(& + x) und 
vermittels (8) erhält man in der Tat jt^ = a^ fe = 2 a^ . 

Indem wir bezüglich der Fläche dieser und der vor- 
her behandelten Kurven auf die Nr. 33 verweisen, sei 
noch bemerkt, daß auch die Kurve gelegentlich betrachtet 
wurde, die entsteht, wenn man die Eadienvektoren der 
zur Kissoide des Diokles verwendeten Grundgebilde 
addiert. Man kann sie »Begleitkurve der Kissoide« ^2) 
nennen. Sie wurde in Fig. 21 strichpunktiert gezeichnet. 
O ist für sie ein isolierter Punkt. Ihre Gleichung lautet 

(10) x{x^ + y2) = 2r(2a?2 + y^) . 

Zusätze. 1. Bildet man die Kissoide aus der Kissoide des 
Diokles und ihrem erzeugenden Kreis, so ergibt sich die gerade 
Strophoide mit der Polargleichung q = 2r(cosö — sin*ö/cosö) . 

2. Denkt man sich* einen ELreis vom Radius R, der im 
Punkte die a?- Achse berühr^ und bildet die Kissoide dieses Kreises 
imd der Diokleischen Kissoide, so erhält man eine Ophiuride mit 
der Polargleichung q = 2iJsinÖ — 2rsin*ö/cosö. 

28. Sollen bei der durch Gleichung (4t) dargestellten 
Kurve die Kreispunkte Wendepunkte sein, so müssen die 
Koeffizienten von x und y verschwinden; das gibt die 
Bedingungen Tcp = r^ und q = . Die Kurve wird also 
symmetrisch; es ist p = 2r und fc = ^r , so daß die Glei- 
chung, auf bezogen, wird: 

(11) 2 x{x^ + y2) = r(y^ - 3 x'^) . 

Die Tangenten des Knotens bilden einen Winkel von 120^. 
Es ist dies die sogenannte »Trisektrix vonMACLAURiN«^»). 

") G. PbanO; der sie mit der in Nr. 35 zu erwähnenden »Ver- 
siera« verwechselte, nannte sie »Visiera«; s. Äppl. geom.^% S. 87. 
Auf die Identität dieser Visiera mit der Begleitkurve der Kissoide 
wies der Verfasser hin in Mtsh. Math. 18; 1907^ S. 136; ebenso 
K. ZahradnIk in Stzgsb. böhm. Ges. Prag 1906, XXX, S. 12. — 
Die in demselben Sinne . genommene »Begleitkurve der geraden 
Strophoide« wurde von Jbbabek und später von V. Eetali (beide 
Mathesis (2) 8, 1898) untersucht. 

•*) S. Maolatjbins Geometria organica etc.^ London 1720, S. 23. 
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Beachtenswert ist hier die Gleichung in Polarkoordinaten 
mit B als Pol. Man erhält zunächst für rechtwinklige 
Koordinaten: 



(11*) 



(2a!-3r)(aj« + y*) + r' = 0, 



und wenn man die Bichtung der a^-Achse umkehrt, in 
Polarkoordinaten 



(XI) 



2Q^cos0 + 3Q^r-r^ = O 



Nun ist aber cosö = 4 cos^ J^ ö — 3 cos^ . Daher läßt sich 
(XI) schreiben : 8 q^ cos^^ — 6 q^ gobI + 3 g^r — r^ = . 

Diese Gleichung hat den 
Faktor (2 ^ cos^ ö — r) . 
Also läßt sich (XI) er- 
setzen durch 

(XI*) ö = ir/cosiö. 

Hieraus geht sofort her- 
vor, wie man mittels un- 
serer Kurve einen belie- 
bigen Winkel trisezieren 
kann. Man lege denWinkel 
mit der Spitze in ß, so 
daß sein einer Schenkel 
durch den Scheitel S der 
Kubik geht, sein anderer 
dieselbe in A schneidet; 
errichte dann in 8 das 
Lot auf die Polarachse 
und bestimme auf diesem 
Lot Ä^ so, daß BA' = BA = q . Dann ist, da BS = ^r , 
BA' = ^ = ir/cos« 8BA') , demnach < 8BA' = i ö . . 

Die Trisektrix von Maclaurin ist die Fußpunktskurve 
einer Parabel, deren Brennpunkt links von 8 in der Ent- 
fernung ^r liegt und deren Direktrix durch B geht, in 
bezug auf den Punkt 0, der von der. Direktrix so weit 
absteht wie der Brennpunkt. 

Bern. Über die Fußpunktskurven der Parabel ist eine ähn- 
liche Bemerkung zu machen wie über die der Mittelpunktkegel- 
schnitte (in Nr. 5). Auch sie sind Inverse von Kegelschnitten, die 
nur in diesem Falle durch das Inversionszentrum gehen müssen. 




Flg. 22. 
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Setzt man q » q^ = r^ und kehrt zu rechtwinkligen Koordinaten 
zurück, so erhält man in der 'Tat aus (4*) 

E^ ^ (k — p)x^— qxy -{• ky^ — r^x^ . 

Die Parabel E, deren Fußpunktskurve die Kubik ist, ist polar- 
reziprok zu E' in bezug auf den Inversionskreis M vom Eadius r. 
E' ist nur dann ebenfalls eine Parabel, wenn q^ — Ak(k — p) = 
wird. Das ist nach Nr. 27 der Fall der schiefen Kissoide. Für 
die Strophoide ist E' eine gleichseitige Hyperbel. 

§ 7. Nicht Zirkulare rationale Kubiken als Kissoiden. 
Quadratur der symmetrischen Kurven. 

29. Die Kissoiden, die wir bisher betrachteten, waren 
sämtlich bizirknlar oder zirkulär, die Grundkurven also 
Kreise oder Gerade. Auf den Fall von zwei Kegelschnitten 
wollen wir nicht eingehen. Doch ist es nötig, noch den 
Fall eines Kegelschnittes f und einer Geraden G ins Auge 
zu fassen, wobei der Pol auf f liege. Die diesbezüg- 
lichen Gleichungen mögen lauten 

(1). G = a? - fc = , 

(2) r={y-ex + oc){y-rjx + ß)-(xß==0', 

oder in Polarkoordinaten 

(1*) ^1 = ÄJ/COSÖ 

/o*\ * ^ {a + ß)sine - {atj + ß e)G08d 

\^ ) ^2 =* (ginö - e cosö) {sinO - rj cos(9) ' 

SO daß die Gleichung der Kissoide aus G und f lautet 

(Ö) Q-Qt Qi- ^^ + (sin 61 - e cos (9) (sin (9 - ti cos 6) ' 

Hieraus erhält man leicht für rechtwinklige Koordinaten 

(3*) {x — Tc) {y — ex) (y — rj x) = (oc + ß)xy — {(xrj + ß €)x^ . 

Dies ist die Gleichung einer ganz allgemeinen Kubik mit 
einem Doppelpunkt in . Die Gerade G (a? — fc = 0) ist 
selbst Asymptote; die beiden anderen Asymptoten er- 
geben sich nach bekannten Methoden als y — ex — oc = 
und y — rjx — ß = . Das sind die Asymptoten des Kegel- 
schnittes r% den man durch Spiegelung am Punkte aus 
r erhält. Ihren Schnittpunkt bekommt man also, wie im 
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vorigen Paragrajphen den außerordentlichen Brennpunkt B **). 
Die Polargleichungen der beiden Asymptoten sind 

Q^ = Ä/(sinö — e cosö) und q'^ = /S/(sinö — rj cosö) . 
Da sich aber (3) in der Form schreiben läßt 

so sieht man, daß für alle Punkte der Kurve ist 

(4) Q-Qi + q' + Q% 

d. h. die rationale Kuhih Tcann als Kissoide aus ihren drei 
Asymptoten honstruiert werden, wenn man den Doppelpunkt 
als Pol nimmt. Es ist nicht schwer zu zeigen, daß die 
Gleichung jeder rationalen Kubik in die Form (3*) gebracht 
werden kann, sofern nur 1. ihr Doppelpunkt im Endlichen 
liegt, 2. nicht sämtliche drei Asymptoten in die unendlich 
ferne Gerade fallen ^5). Daher gilt die durch (3) gegebene 
Erzeugung mit der angedeuteten Einschränkung für alle 
rationalen Kubiken, von der Erzeugung (4) aber sind auch 
noch die ausgeschlossen, die von der unendlich fernen 
Geraden (zweipunktig) berührt werden 3^). 

Wir werden im folgenden drei Beispiele bekannter 
Kurven geben, wo f je eine Hyperbel, Parabel, Ellipse 
ist. Die Kurven sind aber alle symmetrisch, der Pol also 
ein Scheitel von f . Dann hat die Kegelschnittgleichung 
die Form 

(5) y^^2px + qx^ , 

wo für die Ellipse p = —b^la , q = —h^ja'^ , a = pjq , 
52 == —p^lq , g + 1 = e^ja^ = e^ zu setzen ist. Für die 
Hyperbel muß b durch i h ersetzt werden, für die Parabel 
ist 3 = . G möge seine Gleichung behalten. Die Glei- 

'*) Hätten wir f und G zur Erzeugung benutzt, so hätten 
wir Q = Qi -h Qi gehabt und die Asymptoten der Kissoide wären 
mit den Asymptoten der Grundgebilde identisch gewesen. Die 
Wahl der Differenz hat aber sonst manche Vorzüge. 

") K. ZAHBADNfK, Arch. Math. 56, 1874, S. 8—10 und G. Stinbr, 
Mtsh. Math. 4, 1893, 100—114: Metrische Eigensch. d. Kurven 
3. Ordg, mit Doppelpunkt. 

'*) Die Gleichung ßa = ^' + e'', die für den Kegelschnitt gilt, 
stellt beiläufig eine bekannte Eigenschaft der Hyperbel dar. 



29, 30. § 7. Nicht zirkuläre rationale Kubiken als Eissoiden. 47 

chung der Kissoide lautet unter diesen Voraussetzungen 
in Punktkoordinaten 



(6) 



{x — Ä) (y2 — gii?2) + 2 p 0?« = 



Es ist demnach in (3*) e = +^ , yj = —^ , oc = —ß 
= — p/l^ zu setzen. 

30. Wir kommen zu einem ersten Beispiel der ver- 
langten Art, indem wir eine Kurve in folgender Weise 
deifinieren: Gegeben ein Kreis mit dem Eadius OA =r; 
von A aus nehmen wir auf der Peripherie zwei Bogen in 




Fig. 23. 



entgegengesetzter Eichtung AC = 2AB = 2r(o , wenn co 
der zu. AB gehörige Zentriwinkel ist (Fig. 23). Die Tangen- 
ten, in B und G schneiden sich in einem Punkte P der 
Kurve. Das ist die »Trisektrix von de Longchamps« 3^. 
Ihre Polargleichung ergibt sich sofori; als 



(7) 



^cos3ö = 



»') G. DB LoNGCHAMPS, Mathesis 8, 1888; Cours de ProbU^), 
S. 174. — AsTOB, Nouv. Ann. Math. (3) 14, 385. Die Trisektion 
auszufahren überlassen wir hier und in Zukunft dem Leser. 
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woraus ihre kartesische Gleichung folgt 

. (7*) {x + ir){3y^-x^) + irx^^0. 

Diese ist demnach in der Tat leicht mit (6) zu identifi- 
zieren. Die Gerade G hat die Gleichung x = —^r, die 
Hyperbel f aber y^ = ^rx + ^x^ , oder 

(^ + |r)^ _ y^ _ . 
i^rr (|r//3)^ • 

Außer G hat die Kurve noch die zwei Asymptoten 
(a? — f r) ± 1/ /S = , die zu den Asymptoten von F 
parallel laufen und mit G ein gleichseitiges Dreieck bilden. 
Die Asymptoten sind Wendeasymptoten. Die Kurve be- 
steht aus drei kongruenten Zweigen, die den Kreis in drei 
um Bogen von je 120^ voneinander entfernten Punkten 
berühren (dreifache Symmetrie). ist ein isolierter Punkt 
der Kurve. Die Tangenten in sind die isotropen Ge- 
raden x^ + y^ =-0] daher ist auch ein Brennpunkt der 
Kubik; sie gehen durch die Schnittpunkte von G und F, 
wie das bei jeder durch Subtraktion der Vektoren ge- 
bildeten Kissoide der Fall ist. Die Einhüllende der Ge- 
raden BG wird uns später beschäftigen (s. Nr. 100). 

31. Das zweite Beispiel betrifft ebenfalls eine von 
G. DE LoNGCHAMPS aufgestellte und »cubique mixte« be- 
nannte Kurve 3®). Dieselbe Kubik wurde aber unter dem 
Namen »Tangentenkurve der Parabel« schon früher 
von L. Henkel 3ö) untersucht. Unter »Tangentenkurve« 
einer Kurve yersteht dieser Autor überhaupt die Kurve 9'^ 
die entsteht, wenn man in jedem Punkte A von 9 die 
Tangente T zieht und die Ordinate von A mit der durch 
den Anfangspunkt des Koordinatensystems gezogenen 
Parallele zu T in P schneidet (Fig. 24). P beschreibt die 
Kurve. Hat dann 9 die Gleichung 

(8) y =/H , 

^^) Joum. math. sp6c. 1886, S. 245/7; Essai sur la giom. de la 
rhgle et de Viquerre, Paris (Delagrave) 1890, S. 116/8. »Branche 
mixte« nennt der Autor einen Kurvenzweig, der auf der einen 
Seite eine Asymptote hat, auf der andern parabolisch ins Unend- 
liche geht. Daher der Name > cubique mixte«. 

»») Diss. Marburg 1882. 
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SO ist die Gleichung von 9' 

(9) y = xf'{x). 

Auf solche Weise erhält man aus der Gleichung einer 
Parabel P 

(10) y^ = 2{x — 1c)p 
die Gleichung der Tangentenkurve 

(11) {x-^y^-ipx^^O. 




Vergleichen wir diese mit (6), so erkennen wir so- 
fort g = und den Parameter der Grundparabel TT als 
den vierten Teil des Parameters von P . Addieren wir 
hier die Vektoren, so hat TT die Gleichung y^ = \px. 
TT ist demnach eine asymptotische Parabel für die Kubik; 
sie berührt diese 4-punktig. Die beiden anderen Schnitt- 
punkte liegen im Doppelpunkt , der je nach der Lage 
von TT und G isoliert oder Knoten ist. Wir haben den 
Fall gezeichnet, der von de Longchamps ursprünglich 
allein ins Auge gefaßt wurde, daß nämlich fc = ^p =^\0F , 

Wbleitnsb, Spezielle ebene Kurven. ^ 
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wenn F der Brennpunkt von P ist. Dann sind die isotropen 
Geraden Tangenten des Doppelpunktes. Verschiebt man 
TT zu sich parallel, so bleibt die Parabel 4 -punktig be- 
rührend; wenn aber ihr Scheitel um h nach der negativen 
Seite rückt, wird sie 6 -punktig berührend; ihre Gleichung 
ist dann y^ == ^p{x + lc) . 

32. Die dritte Kurve, die wir hier als Beispiel geben 
wollen, entsprang überhaupt nicht einer geometrischen 
Definition; aber sie hat ein gewisses historisches Interesse. 
Ihre Gleichung 

(12) x^ + y^ = 3axy 

diente nämlich Desoartes als eines der ersten Beispiele 
für seine Koordinatenmethode. Wir erkennen den An- 
fangspunkt als Knoten mit den Achsen als Tangenten 
und die (Wende-) Asymptote x + y + a = . Da man 
X und y vertauschen kann, ist die Kurve gegen die 
Winkelhalbierenden der Achsen symmetrisch. Führen 
wir, um die Gleichung auf unsere Kormalform (6) zu 
bringen, diese Winkelhalbierenden als neue Achsen ein, 
setzen also 

x^2 = -S-rj, yY2 = -S + v, 

so wird aus (12) 

(12*) Si2(S^ + 3rj^) = 3a{rj^-P) 

oder 

(12t) (f - ia/2) (^2 + ^^2) + 1^/2 . |2 = . 

Daher ist die Gleichung von G : f = ^ a y2 und die 
Gleichung der Grundellipse f , wenn man die Vektoren 
wieder subtrahiert, 

(g-ay2)^ f}^ _^ 

Da Descartes nur die Schleife der Kurve betrachtete, 
nannte er sie »Folium« und die Kurve heißt seitdem 
»Folium Cartesii« oder »Descartessches Blatt « 
(Fig. 25). 



32. 



§ 7. Quadratur der symmetrischen Kurven. 
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Wenn man auf (12*) die Transformation (Affinität) 
ausübt . nz 

so wird daraus die Gleichung 

(13) 2jr(jr« + y«) = ay|(y«-3jr«). 




Fig. 25. 

Das ist eine Trisektrix des Maclaükin mit r =- af^ [vgl. 
(11) in Nr. 28]. Es liegen daher auch beim Descartes sehen 
Blatt alle drei Wendepunkte im Unendlichen, da bei 
einer affinen Transformation die unendlich ferne Gerade 
in sich verschoben wird. Der Leser wird dies leicht 
direkt erweisen. 

Bern. Folgende von de Longohampb^*^) fQr das Descartes sehe 
Blatt gegebene Konstruktion möge der Leser ebenfalls selbst 
verifizieren: Ziehe im Scheitel 8 die Tangente, schneide diese 

*•) Qiom. de la rhgle etc.^^) S. 105. 
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mit einem Strahl aus in A, mache 8A^ = SA (A' auf OA) und 
suche den in bezug auf und A^ zu A harmonisch zugeordneten 
Punkt P. Dieser beschreibt das Descartessche Blatt. 

33. Bezüglich der Quadratur der bisher betrachteten 
rationalen Kubiken wollen wir uns darauf beschränken, 
die der symmetrischen Formen anzugeben, die durch 
Gleichung (6) dargestellt werden. Man erhält aus (6) 

(14) y^ {x — Ic) = x^ {qx — Ic q — 2y) 
oder, wenn man fc + 2 pjq = x setzt, 

(15) /=>^/ry|H|da.. 

Wertet man dieses Integral aus (indem man etwa x — x^z 
setzt), so ergibt sich 



\ -{x + 3Jc){x-1c) logip - X + fx^lc)] . 

Dieses Integral wollen wir nun für verschiedene 
Kurven spezialisieren. 

1. Gerade Strophoide. Es ist Yq==i, x = — r, 
h = r . Daher hat man a) für die Schleife /i = i * [. . .]ö^ 

=2rH —i-log^^ =2r^i[—i+li7t]=^2r^-\r^7i', b) für 
die Fläche zwischen den unendlichen Ästen und der Asym- 



-*+iogyj 



= 2r2 + |r2jr 



ptote /i = it[...]S = 2r2i 

Demnach ist /"o + /i = (2 r 

2. Kissoide des Diokles. Es ist iq = i, x = 0, 
Tc = 2r . Die ganze Fläche der Kurve bis zur Asymptote 
hat also den Wert /"= ^i[l2r^logf2r — 12r21ogy--2r] 
=« — 3ir21og(— 1) = Sr^TT , d. i. das Dreifache des er- 
zeugenden Kreises. Diese Eigenschaft wurde von Chr. 
HuYGENS (1658) und Fermat (1661) zuerst entdeckt. 

3. Trisektrix des Maclaurin. Hier hat man 
fq = i, x = — |r , fc=ir. Daher ist /= |* [(2a7 + 3r) 
^{x + f r)(a7 — ^r)] . Dieser Ausdruck ist zu nehmen 
zwischen den Grenzen und —fr für die Schleife, 
zwischen und ^r für den unendlichen Teil. Wegen 
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der beiden Faktoren in der Quadratwurzel sind daher 
die beiden Flächen werte gleich: /"^ = /"g = fr^/B . 

4. Descartessches Blatt. Es ist yg = t/i, 
« = -^3a//2, fc = a//2. Also mt f=^ifl[{2x + 3a'ß) 
• fioa + 3 aj^2){x — ajf2)\ . Wie vorhin verschwindet die 
Quadratwurzel für die beiden Grenzen —3al'^2 und al'f2. 
Demnach ist /^ = /"g = f a=^ . Dies war wegen der affinen 
Beziehung zur Trisektrix des Maclaurin vorauszusehen. 

5. Begleitkurve der Kissoide des Diokles. Für 
diese Kurve hat man yg = t, x = Ar j fe = 2r. Daher 
ist die Fläche zwischen Kurve und Asymptote 

/•= ^i[-20rHog(ix - 4r + y^ -^r)]^ 

= —lOr^ilogi = 5r^7i . 

Zum Schlüsse möge bemerkt werden, daß man alle 
soeben behandelten Kurven, sofern sie zirkulär sind, 
»Slusesche Konchoiden«^^) nennt. 

§ 8. Zwei andere Typen rationaler Kubiken. 

34. Wenn wir auch darauf verzichten, hier alle Kurven 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt, die je einen Namen 
erhielten, aufzuführen, so müssen wir doch noch zwei Kurven- 
gattungen besprechen. Es sind das gerade Vertreter der- 
jenigen Typen, die wir im vorigen Paragraphen von der 
kissoidalen Erzeugung ausschließen mußten, d. h. die eine 
Gattung hat die unendlich ferne Gerade zur Wende- 
tangente, der Doppelpunkt der andern liegt im Unendlichen. 

Die erste Kurve erzeugen wir als »Normalenkurve 
der Parabel«. Als solche wurde die allgemeine Form, 
wie die »Tangentenkurve« der Nr. 31, von L. Henkel 
a. a. O. aufgestellt. Wie oben sei die Gleichung der 
Parabel P 

(1) y^^2{x-1c)p. 

Wir ziehen in jedem Punkte A von P die Normale N 
und schneiden die Ordinate von A mit der durch den 



**) S. den Briefwechsel von R. db Slusk und Chb. Huygens 
(Brf. vom 6. Okt. 1662) in Oeuvres de Huygens IV, S. 247. 
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Ursprung gezogenen Parallele zu N in P (Fig. 26). 
P beschreibt dann die Kurve 

(2) 2a?8=2Ä;a?2 + 2>y2. 

Diese ist symmetrisch, hat in einen Doppelpunkt und 
gehört zu den ITewton sehen divergierenden Parabeln, d. h. 
sie hat die unendlich ferne Gerade zur Wendetangente. 




'S ff 



Fig. 26. 

Der Doppelpunkt ist von verschiedener Art*^), je nach 
der Lage von P . Insbesondere interessiert uns der Fall, 
wo die Doppelpunktstangenten unter 30^ gegen die Sym- 
metrieachse geneigt sind. Unter dieser Voraussetzung 
ist Tc = —\p und die Kurvengleichung lautet 

(3) a?3 + ii>(a^2_3y2)_o. 

^') Für Ä: = eine Spitze; dann ist die Eubik eine sogenannte 
Neil sehe (semikubische) rarabel. 



34. § 8. Zwei andere Typen rationaler Kubiken. 55 

Diese spezielle Normalenkurve der Parabel wurde von 
Tschirnhausen zuerst betrachtet und daher von E. C. Archi- 
BAU)^*) »Tschirnhausens Kubik« genannt, welchen Na- 
men wir ebenfalls anwenden wollen. Sie ist in Fig. 26 
wiedergegeben. Ihre Eigenschaften entspringen großenteils 
daraus, daß sie eine Sinusspirale ist (vgl. Nr. 92). So ist ihre 
Fußpunktskurve in bezug auf einen bestimmten Punkt F 
der Achse eine Parabel mit F als Brennpunkt. Um dies 
festzustellen, nehmen wir irgend eine Parabel TT , auf den 
Brennpunkt F bezogen an mit der Gleichung 

(4) y^ ='2mx + m^ 
oder in Polarkoordinateri 

(4*) ^ = m/(l - cosö) . 

Auf jedem Eadiusvektor errichten wir in seinem End- 
punkt das Lot und suchen die Enveloppe dieser Lote, 
d. h. die »negative Fußpunktskurve« der Parabel TT in 
bezug auf den Brennpunkt F, Die Gleichung eines 
solchen Lotes ist 

(5) X cosÖ sin^^ + y sinö sin^^ ö — ^ m = . 
Durch Differentiation nach 6 erhält man 

(6) X cosf 9 + y sinf ö = 

und demnach als Parameterdarstellung der Einhüllenden 

,-\ wsinf ö __ wcosf Ö 

^'^ ^■"2sinHÖ' ^~~2sinH<9* 

Heißt man die Polarkoordinaten der gesuchten Kurve ^ 
und CO, so ergibt sich hieraus 

(8) ^ = i m/sin»! , tgco = - ctgf . 

Demnach kann man setzen 

ö) = f ö + f TT , oder ^0 = ^cb —- ^7t, 

**) The cardioid and some of its related curves. Diss. Straßburg 
1900. — TsoHiRNHAUSBN, Act. Erud. 1690. S. die von K. C. Abohi- 
BALD gegebene Bibliographie im Interm^d. math. 8; 1901; 10. 
Cazamian nannte sie (Nouv. Ann. math. 13, 1894; 307) »cubique de 
l'HöpiTAL«. Dieselbe Kurve ist bei Lobia (S. 86/87) ohne Angabe 
der Identität auch als »Trisektrix von Catalan« aufgeführt. 
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SO daß die gesuchte Gleichung in Polarkoordinaten wird 

(9) ^ = — |m/cos'|c5 . 

Diese transformiert man zu rechtwinkligen Koordinaten 
mittels der schon in Nr. 28 verwendeten Formel; es kommt 

(9 *) 27 m(a?2 + y^) = 2{x + 2 w)» . 

Gemäß dieser Gleichung hat die Kurve einen Doppelpunkt 
in a? = 4m, y = . Transformieren wir zu diesem Punkt 
als Anfangspunkt, so ergibt sich^ 

(9t) a;3 + f w(a?2 -3i/2) = 0. 

Das ist in der Tat die Form der Gleichung (3). Für die 
neue Parabel ist m = ^V P • ^^^ Scheitel der Parabeln P 
und TT fallen zusammen in den Scheitel 8 der Kurve. Der 
Punkt F teilt die Strecke ÄO im Verhältnis 1 : 8 {8F = |m). 
In bezug auf F ist also Tschirnhausens Kubik die ne- 
gative Fußpunktskurve der Parabel TT . Diese Erzeugung 
ist, wie man durch eine einfache Betrachtung feststellt, 
identisch mit der folgenden. Ein Büschel von zur Achse 
senkrechten Lichtstrahlen werde an der Parabel TT reflek- 
tiert. Die Einhüllende der zurückgeworfenen Strahlen 
(Katakaustik) ist dieselbe Tschirnhausen sehe Kubik (Ver- 
allgemeinerung in Nr. 275). 

Die Quadratur der betrachteten Kurvengattung ist 
durchaus elementar. Insbesondere erhält man für die 
Fläche der Schleife der Tschirnhausen sehen Kubik aus 
(9) oder (9*) den Wert ^^m^iS. 

35. Den zweiten Kurventypus, von dem wir hier 
sprechen wollen, leiten wir aus einem Kreise K und einer 
Geraden G durch eine Transformation ab, die überhaupt 
geeignet ist, alle rationalen Kubiken zu erzeugen. Sie 
wurde von P. H. Schotjte eingehend untersucht und von 
diesem »Maclaurinsche Transformation« genannt^*). All- 
gemein lautet diese Transformation: „Gegeben eine 

**) Man sehe die Abhandlung in Arch. Nöerl. 20, 1885, ev. 
den kurzen Auszug bei Lobia, S. 83/6. — Eine andere Transformation, 
die dasselbe leistet, wobei ein Kegelschnitt (ev. Kreis) und eine 
Gerade verwendet wird, untersuchte V. Rbtali, M^m. Soc. Sc. 
Liäge (3) 2, 1900. Es ist dies eine Verallgemeinerung deijenigen 
Transformation, die zur > Tangenten kurve« einer gegebenen Kurve 
führt. 



35. 



§ 8. Zwei andere Typen rationaler Eubiken. 
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Kurve K, eine Gerade G und drei Punkte 0, 0% 0'\ 
Eine Gerade durch schneide K in Q , G in E . Q ver- 
binde man mit 0\ R mit 0" ; 
dann schneiden sich O'Q und 
0''B in einem Punkte P, der 
eine Kurve beschreibt, wenn Q 
auf K läuft". I^ehmen wir für 
K einen Kreis, auf dem 
Kreis, G senkrecht zu dem 
durch gehenden Durchmesser 
OB = & im Abstände OA = a , 
0' im unendlich fernen Punkt 
von G , 0'' im unendlich fernen - 
Punkt von 5 , so ergibt sich 
die Konstruktion, die aus Fig. 27 
ersichtlich ist. Setzt man 

<QOB = €, 

so ist für P (auf bezogen) 

(10) X -^h cos^e , y = a ige . 

Also beschreibt P die Kubik 

(10*) xy^ = a^h-x). ' ' f««- "• 

Hier ist a? = Wendeasymptote, B Scheitel, der un- 
endlich entfernte Punkt der a?-Achse isoherter Punkt 
(Tangenten y^ + a^ = 0) . Für die Fläche der Kurve bis 
zur Asymptote erhält man 




(11) 






Diese ist also gleich einer Ellipse mit den Halbachsen a , b 
oder einem Kreis mit dem Eadius fäb . Es sind in 
dieser Familie zwei Kurven enthalten, die zu verschiedenen 
Zeiten gesondert auf gestellt, und betrachtet wurden. Die 
eine entsteht für a = &; das ist die »Versiera«, die 
lange Zeit der Agnesi zugeschrieben wurde *^), aber von 



**) Instituzioni analitiche (Milano 1748). — Genaueres über 
die ganze Familie in einem Aufsatze des Verfassers, Monaish. 
Math. 18, 1907, 132—137. 
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Guido Grandi (1718) ihren Namen erhielt, und noch 
früher von Fermat u. a. schon aufgestellt worden war. 
Für die andere ist a = | & . Das ist die von Ozanam 
»Geometrische Quadratrix« genannte Kurve; sie ist 
affin zur Versiera^^). 



**) Ozanam y O^om. pratigue (Paris 1684); von G. Lobu, als 
diese Quelle noch nicht bekannt war, »Pseudoversiera« genannt 
(Bibl. math. 1897, 7—12, 33/4). Lbibniz benutzte die Quadratur 
der Geometrischen Quadratrix zur Aufstellung seiner berühmten 
Beihe i:^ = l — i + i — 1 + ...; s. G. Loeia in Bibl. math. (3) 3, 
1902, 127/30. Der Leser braucht nur die Division in (11) unter 
dem Integral auszuführen und die entstandene Beihe ghedweise zu 
integneren. 

Hier sei noch nachträglich bemerkt, daß der Begriff der 
> Kurven gleicher Potenz« (S. 10) vom Verfasser in der auf S. 68 
zitierten Abhandlung ^^ eingeführt wurde. 



n. ABSCHNITT. 
KONOHOIDEN. 

§ 9. Gewöhnliche und schiefe Konchoiden. Grundbegriffe 
der Itinematischen Geometrie. 

36. Die Familie der »Kissoiden«, die hauptsächlich 
der Gegenstand des vorigen Kapitels war, wurde dadurch 
gebildet, daß zwei Grundkurven f und f gegeben waren 
und man von einem beliebigen Punkte als Pol aus die be- 
züglichen Eadien Vektoren subtrahierte (bzw. addierte). Im 
besonderen behandelten wir dann die Fälle, wo f ein 
Kreis oder eine Gerade, V aber ein Kreis war, der durch 
ging. Indem wir alle anderen denkbaren Fälle beiseite 
lassen, widmen wir das vorliegende Kapitel den Kissoiden, 
die entstehen, wenn V ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt 
in liegt. Kurven mit dieser Bntstehungsweise heißen 
— aus einem später (Nr. 42) zu erklärenden historischen 
Grunde — »Konchoiden«. 

Ist r von der Ordnung n, so ist die Ordnung der 
Konchoide, wenn F ß-mal durch den Pol geht und oc-fach 
zirkulär ist, 2{2n — ß — a) . Dies geht sofort aus der für 
Kissoiden in Nr. 2 aufgestellten Formel hervor*''). Dabei 
ist der Pol ein 2(n — a)-facher Punkt der Konchoide. 

Wir drücken nun die kissoidale Konstruktion der 
Konchoiden einfacher aus, indem wir sagen': Aus irgend 
einer Kurve f leitet man eine (gewöhnliehe) Konchoide ah, 
indem man von einem beliebigen Pol aus die Radien- 
veTctoren von V um eine Jconstante StrecJce l (ZwischenstücTc) 

*0 Dieselbe Formel leitete G. Lobia auf andere Weise ab im 
Int. Math. 8, 1901, 297. An der nämlichen Stelle fügte P. Hbndlä 
bei, die Asymptoten der Grundknrve f seien für die Konchoide 
doppelt zählende Asymptoten, unsere Beispiele werden dies be- 
stätigen. 
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verlängert hzw, verlcürzt. Daß wir aber den Konchoiden, 
obwohl sie nur einen speziellen Fall der Kissoiden dar- 
stellen, ein eigenes Kapitel widmen, ist hauptsächlich 
damit begründet, daß die »konchoidale« Konstruktion als 
eine durch einen Bewegungsmechanismus hervorgebrachte 
Erzeugung betrachtet werden kann, wodurch ein ganz 
neues Moment in die Betrachtungen kommt. 

Denken wir uns nämlich zwei Ebenen A und A' über- 
einandergelagert; in A sei ein fester Punkt und eine 
feste Kurve f gegeben, in A' eine Gerade G und auf ihr 
zwei feste Punkte P und Q im Abstände Z. Wir ver- 
schieben nun A^ gegen A so, daß G immer durch O geht 
und P auf f gleitet: dann beschreibt Q, wo man sich 
einen Stift befestigt denken mag, in A eine Konchoide 
von r nach der obigen Definition. Und überhaupt jeder 
Punkt von G beschreibt eine Konchoide von F. Die so 
definierte Bewegung der beiden Ebenen gegeneinander 
heißt daher eine »konchoidale«. Zum Verständnis der 
ganzen Bewegung erscheint es aber nötig, auch nach den 
Kurven zu fragen, die von den außerhalb von G in J' 
liegenden Punkten B beschrieben werden. . Da sowohl 
TR P als auch <^RPO = co konstant sind, erhält man diese 
Kurven, indem man an den Eadiusvektor OP ein kon- 
stantes Stück m unter einem konstanten Winkel a> an- 
trägt. Wir nennen sie daher »schiefe Konchoiden« von 
r^s). flu;. CO = 2 71 oder =0 entstehen dann die zuerst 
betrachteten, die wir Konchoiden schlechthin oder, wenn 
eine Gegenüberstellung nötig ist, »gewöhnUche Konchoiden« 
nennen. Die Ordnung der schiefen Konchoide bleibt, wie 
eine einfache Überlegung ergibt, dieselbe wie die der ge- 
wöhnhchen. 

37. Die Bewegung einer Ebene gegen eine andere, 
oder, wie man auch sagen kann, einer Ebene in sich, da 
man ja A und A' als identisch betrachten kann, müssen 
wir etwas genauer studieren ^^), um diese Auffassung für 



*^) In dieser Weise hat schon de la Hibe den Begriff gefaßt, 
in M6m. Ac. sc. 1708 (Paris 1730), 32—61, und die Normale kon- 
struiert, wie in Nr. 40 gezeigt werden wird. 

**) Unter »Kinematik« versteht man den Teil der Bewegungs- 
lehre, der von den Kräften absieht (Ampere, Essai sur la phÜo- 
Sophie des sdences, Paris 1834). Von der Kinematik hat sich dann 
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verschiedene Konstruktionsarten, zunächst die konchoidale, 
auszunutzen. Eine solche Bewegung ist, wie die Koordinaten- 
transformation, von 3 Konstanten abhängig. Denn man 
kann jedem Punkt eine beliebige Lage anweisen und dann 
noch die Ebene um diesen Punkt drehen. Soll die Be- 
wegung also zu einer bestimmten werden, so daß jeder 
Punkt von A' in A eine Linie (Trajektorie) beschreibt, 
so müssen wir ihr zwei Bedingungen auferlegen. Zu 
diesem Zwecke kann man geben, wenn man sich auf die 
einfachsten Fälle beschränkt, 1. die Trajektorien zweier 
festen Punkte von A^ in A , 2. die Trajektorie eines 
Punktes und die Einhüllende einer Kurve von A^ in A , 
3. die Einhüllenden zweier Kurven von A' in A . Die 
konchoidale Bewegung gehört hiernach zum zweiten 
Typus; die Einhüllende ist auf einen Punkt zusammen- 
geschrumpft. 

Um aber die Gesetze einer solchen Verschiebung einer 
Ebene gegen eine andere zu erkennen, ist es nötig, die 
Bewegung zuerst diskontinuierlich 
verlaufen zu lassen. Wir geben 
zweien Punkten A und B von A' in 
A zunächst die Anfangslage Aq, Bq 
und eine zweite Lage A^, B^ (Fig. 28). 
Man sieht, daß dann die Lage jedes 
dritten Punktes ebenfalls bestimmt 
ist. Die Überführung der Ebene A' 
von der Lage Aq in die Lage Ai 
kann nun durch eine einzige Bota- 
tion dargestellt werden. Sucht man nämlich den Punkt Mq^, 
der von Aq und A^ , bzw. von Bq und B^ gleichweit ent- 
fernt ist, so ist offenbar AAqBqMq^ ^ AA^B^Mq^ und 
von demselben Sinne, so daß beide Dreiecke und damit 
beide Ebenenlagen durch eine Eotation um Mq^ ineinander 

noch eine Disziplin abgezweigt, in der auch von der Zeit (Ge- 
schwindigkeit) abgesehen wird, die also von den bloßen Ver- 
schiebungen (d^placements) handelt. Diese Disziplin wurde von 
einem ihrer erfolgreichsten Förderer, A. Mannheim, »Geometrie 
cindmatique« (deutsch auch »Geometrie der Bewegung« nach 
J. Cbyas Geometria motus 1692) genannt. Um diese letztere 
handelt es sich bei imseren Überlegungen allein. S. das mit 
vielen Beispielen ausgestattete Werk „Brincipes et dSvdoppements 
de Qiom, dn,** von A. Mannheim, Paris (Gauthier -Villars) 1894. 
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übergeführt werden können^®). Die Trajektorien aller 
Punkte von J' sind also hier konzentrische Elreise und 
alle Mittellote zu den Verbindungsstrecken irgend zweier 
entsprechenden Punkte der Ebene gehen durch Jf^j . Er- 
teilt man AB eine dritte Lage A^B^^ so ergibt sich ein 
entsprechendes Eotationszentrum M^^ usw. 

38. Denkt man sich nun die Lagen AqBq^ ^i^u 
A^B^ usw. unendlich nahe aufeinanderfolgend, so daß A 
und Bj sowie alle übrigen Punkte der Ebene A' Kurven 
beschreiben, so gehen die Mittellote zwischen den ent- 
sprechenden Punkten zweier aufeinanderfolgenden Lagen 
in die Normalen der Trajektorien dieser Punkte über. 
Wir haben demnach den Satz: 

Bei einer beliebigen Verschiebung einer Ebene in sich 
gehen in jedem Augenblick der Bewegung die Normalen der 
Bahnen aller Punkte durch denselben Punkt Jf , das so- 
genannte Momentanzentrum ^^). 

Nach einem bekannten Satze umhüllen ferner die 
Tangenten der Trajektorien aller Punkte einer Geraden G 
in jedem Augenblicke eine Parabel mit G als Scheitel- 
tangente und dem Fußpunkt 8 des von M auf G gefällten 
Lotes als Scheitel. Dieser Punkt S rückt im gegebenen 
Momente in der Eichtung der Geraden G weiter. Er ist 
daher der Berührungspunkt der Kurve, die von G eingehüXtt 
wird. Sollte diese Kurve sich auf einen Punkt redu- 
zieren, wie bei den Konchoiden, so liegt M in jedem 



^^) Dieser Punkt ist identisch mit dem von Euleb betrachteten 
»centrum similitudinis« (Nov. Act. Petrop. 9, 1777, 154) und dem 
von Ma&nüs so genannten »Situationspunkt« (Au fg. u. Lehre, a, d, 
anal. Geom.^ Berlin 1833, I, 59). Vgl. auch Ohaslbs, Bull. sc. 
math. 14, 1830, 321. — Wenn überhaupt zwei vereinigt liegende 
Ebenen A und if^ sich punktweise ein-eindeutig projektiv (kollinear) 
entsprechen, so gibt es drei sich selbst entsprechende (Doppel-) 
Punkte. Im Falle der gleichsinnigen Kongruenz sind dies der 
in Frage stehende Punkt M^^ und die imaginären Kreispunkte. 
Vgl. K. DoBHLKMANN, Oeom. Transf. 1% 154—159. 

") Entdeckt von Jon. Bernoulli, „De cen tro spontaneo rotationis'*, 
Opera, Bd. 4, Lausannae 1742, S. 265, vou-Desoartes aber schon 
gelegentlich zur Konstruktion von Kurvennormalen verwendet 
(kpistolae 1683, t. III, 213. Strengere Beweise als im Text, geo- 
metrisch bei A. SoHOENFLiBS, „Oeom. d. Bewegung*', Leipzig (Teubner) 
1886, 5; analytisch bei M. d'Ooagne, „Cours de O^om. descr. et de 
GSom. infinit^male'*, Paris (Gauthier -Villars) 1896, 265/6. 
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Augenblicke auf dem in auf G errichteten Lote. Be- 
trachten wir ferner eine beliebige Kurve C in zl' als 
Einhüllende ihrer Tangenten, so ist offenbar, daß wir die 
momentanen BerührungspunMe von C mit ihrer Enveloppe 
erhalten, wenn wir die FußpunJcte der von M auf C ge- 
fäUten Lote bestimmen; dies sind zugleich die Berührungs- 
punkte der Fußpunktskurve von C (in bezug auf M) mit C. 
Ihre Anzahl ist, wenn C die Ordnung n und die Klasse v 
hat, im allgemeinen n + v ^^). 

39« Denken wir uns nun, indem wir die Bewegung 
zunächst wieder als diskontinuierlich voraussetzen, in der 
festen Ebene A eine Eeihe von Drehungspolen Mq^, if ^g usw. 
verzeichnet und merken wir uns in 
der beweglichen Ebene A' die Punkte 
Jf Ol = if Ol ? -2!f 12 usw. an, die nachein- 
ander durch die verschiedenen Eota- 
tionen zur Deckung kommen (Fig. 29), 
so wird sich zuerst die Seite ifoiifi2 
auf Jf Ol Mi2 , sodann if 12 M23 auf 
Mi2^29 ^isw. legen. Die ganze Be- 
wegung kann sonach dargestellt werden 
durch das Abrollen eines in A^ befind- 
lichen Polygonzuges auf einem in A ge- Fig. 29. 
zeichneten. Lassen wir nun wieder die 
Drehungszentren einander unendlich nahe rücken, so werden 
aus den Polygonen Kurven, die sogenannten »Polbahnen«, 
und wir können sagen: 

Jede Bewegung einer Ebene in sich Tcann dadurch ver- 
mittelt werden^ daß eine beweglich gedachte Kurve auf einer 
festen, ohne zu gleiten, abrollt ^^). 

Vorauszusetzen ist dabei allerdings, daß die Momentan- 
zentra im Endlichen liegen, d. h. daß die Bewegung nicht 
in einer reinen Translation besteht. Wir haben dann 
zu den in Nr. 37 gegebenen 3 Bedingungen zur Be- 
stimmung einer Bewegung eine vierte, d. i, die, bei der 




^^) S. z. B. Salmon- Fiedler, Anal. Geom, d, höh, ebenen 
Kurven, % Aufl., Leipzig (Teubner) 1882, 119/20. 

^') Zuerst von Cauohy angegeben. Exerc, de math., Bd. 2, 1827,* 
S. 75. Zwei Jahre später auch von Ohasles gefunden, aber erst 
veröffentlicht in dem Mim. de Giom. a, h conkr. des normales etc. 
im Bull. Sog. math. France 6, 1878, 208 ff. 
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beide Polbahnen gegeben sind. Welche der beiden Kurven 
dann als fest, welche als beweglich betrachtet wird, ist 
an sich gleichgültig. In der Tat wird dem Beschauer, 
der mit der einen Polbahn fest verbunden gedacht wird, 
immer die andere als beweglich erscheinen, und es ist 
ein Standpunkt außerhalb A bzw. A' nötig, um dies 
unterscheiden zu können. Die Trajektorien sind aber 
freilich verschieden, je nachdem man die eine oder andere 
Ebene als fest betrachtet, wenn nicht etwa die beiden 
Polbahnen kongruent sind und sich in homologen Punkten 
berühren. Es ist jedoch von großem Nutzen, immer beide 
Bewegungen zusammen zu betrachten. Wir heißen, wo 
wir sie zu unterscheiden haben, die eine Bewegung die 
»ursprüngliche oder direkte«, die andere die »umgekehrte 
oder indirekte« 5*). Diese Begriffe genügen einstweilen, 
um beim genaueren Studium der Konchoiden, zu denen 
wir uns nun wenden, wichtige Dienste zu leisten. 

§ 10. Konchoiden der Geraden. 

40. Es sei zunächst f noch eine beliebige Kurve, 
ein fester Punkt und wir bilden eine Konchoide von 
r, indem wir an jeden Eadiusvektor OP von f eine 
Strecke PB = l unter dem konstanten < OPB = co an- 
tragen (Fig. 30). Nach dem obigen erhalten wir dann 
das Momentanzentrum M, indem wir in P zu f die 
Normale ziehen und diese mit dem in auf OP er- 
richteten Lot zum Schnitt bringen. Dieser Punkt M ist 
offenbar von l und (o unabhängig. Wir können demnach 
sagen: Die Normale jeder Konchoide einer OrundJcurve f 
geht durch den Endpunkt der Polarsubnormdle von F . Der 
Leser wird bemerken, daß wir diesen Satz auch aus dem 
für Kissoidennormalen (Nr. 3) gegebenen, allerdings nur 
für gewöhnliche Konchoiden hätten ableiten können. Die 
ebendort abgeleitete Konstruktion des Krümmungsmittel- 
punktes läßt sich gleichfalls für gewöhnliche Konchoiden 



^*) Der Idee nach stammt die Betrachtung der umgekehrten 
'Bewegung auch von Chaslbs. Die theoretische Bedeutung der 
Idee erkannte jedoch erst Abonhold. Vgl. die wichtigen „Grund- 
Züge der kinematischen Geometrie" in den Verh. Ver. Bef. d. Gte- 
werbfl. 51, 1872, 129—155. 
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sehr leicht ausführen, da q" für die Grundkurve und alle 
Konchoiden denselben Wert hat. Wir beschränken uns aber 
darauf, sie in den von uns behandelten Spezialfällen an- 
zugeben. 

Der erste und nächstliegende Fall ist der, daß wir 
für r eine Gerade nehmen. Bann gestaltet sich die Kon- 




Flg. 80. 



struktion des Krümmungszentrums C für einen Punkt Rq , 
der auf OP in der Entfernung PBq = Iq von P liegt, 
folgendermaßen (Fig. 30) : Pif J_ T, OM J_ OP^ M Momentan- 
zentrum, Rq M Normale; MB±PMy PB = BA,N Mittel- 
punkt von MA ; MB^l. MRq , P'JV schneidet die Nor- 
male MR in C . Punkt N bleibt konstant für aUe Werte Iq . 
41. Wir wollen nun sofort die Gleichung der von 
dem Punkte R beschriebenen schiefen Konchoide auf- 
stellen, wenn f eine Gerade bleibt. Wir wissen, es wird 
eine Quartik entstehen. Ist die Entfernung des Poles 

WnLEiTHEB, Spezielle ebene Kurven. ^ 
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von r 00' ^ a und setzen wir den variablen <0P0' -=^ e^ 
so hat E die Koordinaten, auf 0' als Anfangspunkt be- 
zogen 
(1) X = a ctgc — l cos(co + fi) , y = — Z sin(ö> + e) . 

Aus diesen ^wei Gleichungen ist e zu eliminieren. Die 
Rechnung, die wir dem Leser überlassen müssen, ergibt 



(2) 



J [x y cosa> — {y^ + ay — P) since>]* 



I = (a? sino) + y cosa> + a cosco)* {l^ — y^) 

oder in leichtverständlichen Symbolen 

(2*) H« = A2(Z2 - y^) . 

Wir haben also eine Quartik vor uns, die zwei Doppel- 
punkte D , D' hat, wo die Gerade A , die durch geht, 
die Hyperbel H schneidet (vgl. Fig. 32). Außerdem ist 
noch ein Knoten im Unendlichen, in der Eichtung von f 
mit den beiden Tangenten (Asymptoten) y = ±Zsina>. 
Die Kurve geht außerdem durch die Kreispunkte. Sie ist 
also rational und zirkulär. Die Geraden y = +1 sind 
horizontale Tangenten. Zwischen ihnen liegt die Kurve. 
Der Doppelpunkt D ist immer ein Knoten; D' aber ist 
Knoten, Spitze oder isolierter Punkt je nach den Größen- 
verhältnissen von a, o) und l. 

Es ist ferner bekannt, daß die Gerade PB eine 
Parabel mit dem Brennpunkt einhüllt. Dieser Punkt 
ist auch außerordentlicher Brennpunkt der Konchoide, 
d. h. die beiden Tangenten (Asymptoten) in den unendlich 
fernen Kreispunkten gehen durch ihn. Man bestätigt dies 
am einfachsten, indem man in (2) x = +i{y + a) setzt. 
Dann sieht man, daß die Koeffizienten von y* und y^ 
verschwinden, d. h. daß die Gleichung zwei Wurzeln 
z = hat. 

42. Unter den Spezialisierungen für den Winkel cd 
sind es vor allem .drei, die unser Interesse in Anspruch 
nehmen, das sind die Werte co = (öder ti); co = ^7i 
(oder fji) und (ü=^^n (oder fjr). Der erste gibt eine 
der ältesten speziellen Kurven, die »Konchoide des 
NiKOMEDES« (zwischen 250 u. 150 v. Chr.) mit der Gleichung 

(3) x^y^-{y + ay{l^-y^) 
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oder in Polarkoordinaten, auf bezogen 

(3*) Q - 

Hierbei kann man vor l das Minuszeichen weglassen, 
wenn man nur für q auch negative Werte zuläßt, aber 
als unbeschränkt veränderlich betrachtet. Dies stellt sich 
bei Anwendung der Polarkoordinaten auf viele spezielle 
Kurven als unabweislich heraus ^5). Insbesondere erhält 
man hier, wenn man O + n setzt statt 0: ß = — a/sinö + 2; 
das ist aber dasselbe, als wie wenn man für hätte: 
^==a/sinö — Z. 

Die beiden parallelen Asymptoten der allgemeinen 
Konchoide fallen bei (3) in die a?-Achse zusammen. Gegen 
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Fii. 31. 

die y -Achse ist die Kurve symmetrisch, D' rückt nach , 
D ist auf der a;-Achse ins Unendliche gerückt. Dort hat 
die Konchoide des Nikomedes also einen Berührungsknoten, 
in Knoten, Spitze oder isolierten Punkt, je nachdem 
Z > , = , < a . Die Form mit Knoten ist in Fig. 31 wieder- 
gegeben. Der oberhalb der a? -Achse liegende Zweig, der 
im Altertum allein betrachtet wurde, hat in jedem Falle 
eine muscheKörmige Gestalt (concha, f\ >t6y%y\ = die Muschel) 
mit zwei reellen Wendepunkten. Für die Wendepunkte 
ist überhaupt ß* + 2 ^'^ — ^ ^'^ = . Bildet man diese 
Gleichung aus (3*) und eliminiert Z, so erhält man 
^ = 2acos2ö/sin^0 oder in Punktkoordinaten y^ = 2 aa?^ 
als Ort für die Wendepunkte aller Konchoiden des Nikomedes 
hei gleichem Pol und gleicher Basis, aber variablem Zwischen- 

") Siehe Lobia, Note I, S. 714. — Sbrbkt-Sohbfpbbs, Diff-, u. 
Integr.-Bechnung, Leipzig (Teubner) 1906, I. Bd. 345/6. 
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stück. Es ist dies eine Neilsche Parabel ^^), mit Spitsse in O 
nnd Wendepunkt in der Eichtnng der a;-Achse mit der 
unendlich fernen Geraden als Tangente*®). 

Ben. Zur Konstruktion des Krümmungszentrums sei noch 
bemerkt, daß die in Nr. 40 angegebene für die Scheitel im Stich 
läßt. Aus dem allgemeinen Ausdruck fOr den Krümmungsradius 
in Polarkoordinaten berechnet man jedoch leicht für die Scheitel 
(ö = 1^ und = ijf) die Werte « = ±(a ± l)*ll. 

43. Die zweite Spezialisierung der Gleichung (2) ergibt, 
wenn man cd = ^n setzt: 

(4) (xy -y^-ay + l^ = (^ + 3/ + «)* (?' - V") • 




Fig. 32. 

Diese Kurve, die wir in Fig. 32 (mit Knoten in D') dar- 
gestellt haben, wurde auf andere Weise von A. Düreb er- 
zeugt und »Muschellinie« genannt ^'^). Der Doppelpunkt D' 
ist Knoten, Spitze oder isolierter Punkt, je nachdem 



") De LA HiRB, Möm. Ac. R. Sc. 1708 (Paris 1730), S. 59; vgl. 
Arch. Math. Phys. (3) 11, 1907, 151/2. 

^^ A. DüRBB, ünderweysung der Messung mit dem Zirckd und 
Richtscheyt Nürnberg 1525, bei Lobia S. 212. Die Identität der 
aus der Dürerschen Konstruktion hervorgehenden Quartik mit 
einer der konchoidalen Trajektorien bei gerader Grundkurve zeigte 
der Verfasser in Stzgsb. Ak. W. Wien (math.), 116, Abt. IIa, 1907. 
Noch M. Cantoe, der im 2. Bd. seiner Vorl üb. Gesch. d. Math., 
Leipzig (Teubner), 2. Aufl. 1900, 461 die Kurve ebenfalls aufführt, 
sagt, sie sei „wohl zu unterscheiden von der Konchoide der Alten'^ 
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l> , = , < 2 a . Diese Bedingung findet man am einfachsten, 
indem man die Ordinate von D' [y = —^{a+'}/a^ + 2P)] 
bestimmt und sie mit der Ordinate (y = —l) des tiefsten 
Punktes vergleicht. 

44. Setzt man co ^ ^n in Gleichung (2) , so ergibt 
sich die Kurve der Fig. 33 mit der Gleichung 



(5) 



{y^ + ay--l^)^^x^{P-y^) 




Diese Kurve, die man mit J. Neuberg als »Orthokonchoide« 
der Geraden bezeichnen kann 5®), ist dadurch bemerkens- 
wert, daß sie neben der Konchoide des Nikomedes in dem 
System (2) die zweite symmetrische Form darstellt. Die 
beiden endlichen Doppelpunkte, von denen D immer Knoten, 
D' immer isolierter Punkt ist, liegen in der y -Achse und 
haben die Ordinaten y = — |(a + /a* + 4 P) , Hieraus ist 
auch klar, daß der isolierte Punkt nie in den Pol 
fallen kann. 

45. Wir wollen nun die Polkurven unserer koncho- 
idischen Bewegung, bei der die Gerade (a?-Achse) als Grund- 
kurve dient, zu bestimmen suchen. Die feste Polbahn ist 
der Ort des Momentanzentrums M in der festen Ebene A . 
Für eine beliebige Lage der beweglichen Geraden OP hat 
dieses die Koordinaten (Fig. 34) 



(6) 



a ctge , y = — a/sin^e 



**) Vgl. die Broschüre mit dem Doppeltitel „Notice 8. un nouv, 
cwrfngraph&* p. V. Lbbbau et „Ä. les lignes trac^s p, le curvigr. V. X." 

!>. J. NsüBEBO. Li^ge (E. Cloubert) 1904 (S.-A. aus Mäm. Soc. Li^ge 
3) 5, 1904). 
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Hieraus ergibt sich durch Elimination von e die Gleichang 

der festen Polbahn 

(6*) x^ + a(y + a)^0, 

d. i. eine nach unten offene Parabel mit als Scheitel 
und 00' als Achse. 

Die Gleichung der beweglichen Polbahn erhalten wir, 
wenn wir bei der umgekehrten Bewegung die feste Pol- 
bahn suchen. Die zur konchoidischen Bewegung inverse 
ist aber diese: Gegeben eine Gerade OH^ auf ihr ein fester 
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Fig. 34. 



PunTct P. Ein rechter WinJcel mit dem Scheitel 0' bewegt 
sich so, daß sein einer SchenJcel immer durch P geht, während 
ein fester Punht des anderen auf der Geraden OH gleitet. 
Das Momentanzentrum M wird in derselben Weise kon- 
struiert wie vorhin. Ifehmen wir OP als iy -Achse und 
eine in P darauf senkrechte Gerade als f -Achse, so sind 
die Koordinaten von M 

(7) f = a cose/sin^e , rj = — a/sine . 

Die Elimination von e ergibt die Gleichung der beweg- 
lichen Polbahn 
(7*) a^{P + r3^) = r]^. 
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Diese Quartik, die wir in Fig. 34 in der Anfangslage, wo 
P nach 0' fällt und die bezüglichen Achsen sich decken, 
gezeichnet haben, muß also auf der dort ebenfalls an- 
gedeuteten Parabel (6*) abrollen, damit alle Punkte der 
Ebene A\ in der (7*) liegt, Konchoiden der Geraden O'X 
beschreiben. Alle Punkte der ?y -Achse beschreiben Niko- 
medische Konchoiden. 

Die Quartik (7*) hat in 0' einen isolierten Punkt 
mit den isotropen Geraden als Tangenten, im unendlich 
fernen Punkte der I-Achse einen Berührungsknoten mit 
der unen'dlich fernen Geraden als Tangente. Da ihre 
Polargleichung ist 
(7t) Q = a/sin^ö , 

läßt sie sich auch leicht direkt punktweise zeichnen. Nach 
einer Konjektur von P. Tannery^») ist dies die Kurve, 
die EuDOXUs von Knidos (um 408 — 355 v. Chr.) als 
»Kampyla« {fj xajujivXt) = der Krummstab) bezeichnete. 
Diese sowohl, wie die Konchoide des Nikomedes wurden 
erdacht, um das Delische Problem zu lösen. Der im 
obigen erläuterte Zusammenhang beider war aber den 
Alten unbekannt. 

Wir sind natürlich versucht, auch die Trajektorien 
der Punkte von A zu bestimmen, wenn die Parabel (6*) 
auf der Kampyla rollt. Da wir aber gleich eine Be- 
wegung betrachten wollen, welche die konchoidische und 
ihre inverse als spezielle Fälle in sich schließt, verschieben 
wir das auf den nächsten Paragraphen. 

46. Auch die Inverse der Kampyla in bezug auf den 
Mittelpunkt ist eine bemerkenswerte Kurve. Sie hat die 
Gleichung 

(8) Q = a'sin^ö 

oder in kartesischen Koordinaten 

(8*) {x^ + y^)^ = a'y^. 

F. MuNGiER gab ihr den bezeichnenden N^amen 
»Doppeleilinie«^^) (Fig. 35). Diese Kurve hat in den 

") Mem. Soc. Bordeaux (2) 2, 1878. 

•°) ffDie eiförmigen Kurven", Dias. Bern 1894. — Literatur s. 
im Int. Math. 9, 1902, 335/7. 
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Kreispunkten Spitzen mit der unendlich fernen Ge- 
raden als Tangente, im Anfangspunkt einen 
vierfachen Punkt mit vierfacher Tangente, der 
aber so durchlaufen werden muß, daß zwei 
Spitzen entstehen. Dies geht schon aus der 
Erzeugung hervor. Die Polargleichung kann 
man auch schreibeji Q = ^a — ^a cos 2 . Da- 
her ist die Doppeleilinie eine Konchoide der 
Kurve ^ = ^acos2ö; diese selbst ist eine 
Eosenkurve mit 4 Blättern (vgl. Nr. 82), ihre 
Inverse ist uns aber schon bekannt. Aus 
der Polargleichung ^cos2ö = ^a erhält man 
nämlich die Gleichung in Punktkoordinaten 
(a?2 — y^)^ = i a^(x^ + y^) ; diese steDt eine auf 

die Winkelhalbierenden der früher (Nr. 15) verwendeten 

Achsen bezogene Kreuzkurve dar. 




ng. 86. 



§ 11. Die Schleifschieberbewegung und ihre Unterfälle. 

47. Die im vorigen Paragraphen betrachtete kon- 
choidale Bewegung ist einer sofort in die Augen springenden 

Verallgemeinerung fähig. Es 
sei wieder f eine feste Ge- 
rade, ein fester Punkt der 
Ebene A (Fig. 36). Ebenso sei 
in der beweglichen Ebene J' 
eine feste Gerade Q und ein 
fester Punkt P gegeben. Ver- 
schieben wir nun A' gegen A 
so, daß immer Q durch geht, 
während P auf f bleibt, so 
haben wir, wenn P ein belie- 
biger Punkt der Ebene A' ist, 
eine Bewegung, die wir am 
besten mit dem Namen be- 
legen, den sie in der Maschinentechnik hat, es ist die 
»Bewegung des Schleifschiebers«. 

Wir wollen zunächst wieder die Gleichung der Tra- 
jektorie eines beliebigen Punktes Q der Ebene A' auf- 
stellen, wenn QP = 1 und der Winkel von QP mit dem 




FI9. 36. 
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Lote FF' (= 6) auf Q gleich 9? ist. Man hat für den 
Punkt Q (auf 0' als Anfangspunkt bezogen) 

(1) a? == a ctgc + &/sinc + 1 sin(9? + c) , y = —2 003(9? + ^) • 

Durch Elimination von £ erhält man die Gleichung der 
Trajektorie 

I [a?ysin99+(y2 + ay-Z2)cos9? — &q2 

\ = (a? COS9? — y sin 9? — a %\Vi(pY (Z^ — y^) . 

Das ist eine rationale Quartik, die von der Kurve (2) des 
vorigen Paragraphen nicht wesentlich verschieden ist. In 
der Tat geht sie in diese über, wenn wir & = und 
cp = (o — \n setzen. Bevor wir aber zu anderen Spezial- 
fällen übergehen, seien auch noch die Polkurven für den 
allgemeinen Fall aufgestellt. Da das Momentanzentrum 
wie oben konstruiert wird, geben wir nuir ihre Gleichungen 
an. Nimmt man für die feste Polbahn das Koordinaten- 
system mit dem Anfangspunkt 0', für die bewegliche das 
mit dem Anfangspunkt P' und zwar so, daß sich die 
Koordinatensysteme, wenn P' nach 0' fällt, auch dem 
Sinne nach decken, so ergibt sich für die erstere 

(3) {x^ + a2^ + a^Y = &2[^2 + (y + ^Y^ , 
für die letztere 

(4) (^2-&f + &2)2 = ^2[^2 + (|__5)2]. 

Gleichung (3) geht in (4) über, wenn man x durch ri , 
y durch — f ersetzt und a mit 6 vertauscht. In der Tat 
ist die umgekehrte Bewegung (wo G und P fest bleiben) 
hier wieder eine Schleifschieberbewegung. Beide Polbahnen 
sind Verallgemeinerungen der Kampyla des Eüdoxus. 
Die erste geht für a = , die zweite für & = in eine 
Kampyla über. 

48. Es bieten sich nun vor allem drei wichtige 
Spezialisierungen der Schleifschieberbewegung dar, d. i. (1) 
der Fall 6 = 0: die oben ausführlich betrachtete Kon- 
choidenbewegung, (2) der Fall a = : die oben angedeutete 
Umkehrung der Konchoidenbewegung, (3) der Fall a = 6 : 
das sogenannte »symmetrische« Schleifschiebergetriebe. 
Wir wollen zunächst die Umkehrung der Konchoiden- 
bewegung ins Auge fassen. Aus unseren allgemeinen 
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Gleichungen ergibt sich sofort für die Trajektorie eines 
beliebigen Punktes die Kurve 

\ = (x COS9? — y sin9?)2 (i^^ — y») , 
für die beiden Polkurven 

(6) x^ = h^x^ + y^) 
und 

(7) ^2-6f + ft^ = 0. 

Es rollt daher wirklich eine Parabel auf einer Kampyla 
ab, während bei der Konchoidenbewegung das Umgekehrte 
stattfindet. 

Die Kurven (5) haben jedenfalls alle zentrische Sym- 
metrie in bezug auf ; denn wenn x und y gleichzeitig 
ihr Zeichen wechseln, verändert sich Gleichung (5) nicht. 
Gegen die Achsen symmetrisch werden die Kurven nur 
dann, wenn die den Faktor xy enthaltenden Glieder ver- 
schwinden; dann muß aber sin9!? = 0, d. h. 9? = sein; 
PQ fällt in die Gerade PP\ Diese Kurven haben die 
Gleichung 

(8) [y'-Hh + l)Y-=x^P-y^). 

Unter ihnen befindet sich wieder eine besonders einfache 
für Z = — & ; d. i. die Kurve, die der Punkt P' beschreibt. 
Ihre Gleichung ist 

(9) y^x^ + y^) = h^x^ 

oder in Polarkoordinaten 

(9*) ^ = fectgö. 

Diese Kurve wurde schon von dem DESCARTESschüler 
G. VAN GüTSCHOVEN und von J. Barrow (1670) aufgestellt. 
Der I^ame »Kappakurve«, den ihr wegen ihrer Gestalt 
A. AuBRY^^) gab, ist seither angenommen worden. Die 
Kurve kann auch definiert werden als der Ort der Be- 



®^) S. den noch öfter zu zitierenden Aufsatz „De Vusage des 
figures de Vespace pour la definition et la transformation de certainee 
courbes''. Joum. math. sp^c. (4) 4, 5, 1895/6, in mehreren Port- 
setzungen. 
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rührungspunkte P' der Tangenten von an die Kreise vom 
Radius 6, deren MittelpunMe P auf der x -Achse laufen. 

Die Kappakurve hat zu (Wende-) Asymptoten die 
Parallelen y = +h und im Anfangspunkt einen Berührungs- 
knoten mit der y -Achse als Tangente (Fig. 33). Sie ist 
demnach eine rationale, zirkuläre Quartik. Die Kurven (8) 
können dann als Orthokonchoiden der Kappakurve auf- 
gefaßt werden. Insbesondere entsteht für l = —2b eine 
sog. »Trisekante«, auf die wir in ^t. 53 zurückkommen. 

49. Bin Berührungsknoten in ergibt sich überhaupt, 
wenn in Gleichung (5) das konstante Glied verschwindet, 
wenn also Z COS9? == — fe wird. Das ist immer dann der Fall, 
wenn Q auf OP' liegt. Die Trajektorien sind dann ge- 
wöhnliche Konchoiden der Kappakurve, die auch »schiefe 
Kappakurven« heißen. Setzt man Imiq) = V, so erhält 
man aus (5) die kartesische Gleichung 

(10) y^Vx -hyy^{hx + Vyf {l^ + V^ - y^) , 



Flg. 37. 

aus der man wirklich nach einiger Eechnung die Gleichung 
in Polarkoordinaten ableitet 

(10*) ^ = 6 ctgö + V . 

Aus beiden Gleichungsformen ist zu ersehen, daß die ganze 
Konchoide der Kappakurve (für positives und ifiegatives V) 
aus zwei schiefen Kappakurven besteht (Fig. 37); denn (10) 
Ändert sich, wenn V das Zeichen ändert und (10*) bleibt 
unverändert, wenn man 6 durch + n ersetzt. In der 
Tat muß die Ordnung der Konchoide der Kappakurve 
vom Berührungsknoten aus 8 sein. Diese Zahl ergibt sich 
aus der in N^r. 2 gegebenen Formel, wenn man bemerkt, 
daß außerordentlicher Brennpunkt der Kappakurve ist 
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(öt = 4) . Die Konchoide zerfällt aber hier in zwei in bezug 
auf symmetrisch liegende Kurven gleicher Ordnung. Die 
Erzeugung der schiefen Kappakurve kann man auch da- 
hin formulieren, daß ein fester Winkel (-^OQP) sich be- 
wegt, wi« bei der Kappakurve der rechte Winkel 
(^OP'P). Sein Scheitel (Q) beschreibt die Kurve. 

Die Quadratur der Kappakurve hat schon Huygens 
geleistet. Es ergibt pich für die Fläche, die begrenzt 
wird von einem Kurvenzweig, der y -Achse und einer 
Asymptote 

h 


Daher ist die Gesamtfläche zwischen der Kappakurve und 
ihren beiden Asymptoten gleich dem Inhalt des Kreises 
mit dem Eadius h . 

Zusatz. Invertiert man die Kappakurve an dem Kreis um 
mit Radius b , setzt also ^ . ^ == 6* , so ergibt sich die Kurven- 
gleichung ß = 6 tgö , welche nichts anderes darstellt, als dieselbe 
um 90° gedrehte Kappakurve. In dieser Form erscheint die Kappa- 
kurve als Spezialfall der von A. Aubby aufgestellten Kurvenfamilie 
der »Knotenkurven (noeuds)« mit der Gleichung ^ = &tg/MÖ, 
für jM = 1 . Von diesen Knotenkurven notieren wir außerdem den 
Fall fi = \, also die Kurve q = h tg^ oder g = 6(1 — cos^/sind, 
was in kartesischen Eloordinaten die Gleichung gibt (»* 4- y*) (y — 2 6) 
+ 62 y __ Q j)i3g ig^ ßijjQ gerade Strophoide, auf den Scheitel 
bezogen^ wie der Leser durch Vergleichung mit Nr. 26 selbst fest- 
stellen möge. Femer kennen wir schon die Kurve q = 6tg2ö, 
nämlich die in Nr. 15, Zus. 3 behandelte Windmühle. 

50. Die Konstruktion der Kappakurve kann als Unter- 
fall einer allgemeineren Konstruktion aufgefaßt werden, 
die zu mehreren bemerkenswerten Kurven führt. Um 
jedoch den Gedankengang nicht zu sehr zu unterbrechen, 
betrachten* wir zunächst den dritten Fall der Schleif - 
schieberbewegung, in welchem a = 6 ist. Um zu erkennen, 
was dann aus der allgemeinen Trajektorie (2) wird, be- 
stimmen wir zuerst im allgemeinen Falle die Asymptoten 
des unendlich fernen Knotens. Indem wir die Bedingung 
stellen, daß die in x quadratischen Glieder verschwinden, 
erhalten wir 2/ = +? cos 9?, was sich schon aus der Er- 
zeugung erkennen läßt. Für y = +i^cos9? kann. man nun 



50. § 11. Bie Schleifischieberbewegung und ihre UnterfUlle. 77 

auch den Koeffizienten von x zu !N'ull machen; als Be- 
dingung ergibt sich eben a = h . Dann bemerkt man aber, 
daß auch die Konstante verschwindet. Die Gleichung (2) 
ist sonach im Falle a = 5 durch y = lGO&(p identisch er- 
füllt; d. h. die Trajektorie zerfällt und enthält die Gerade 
y = 2 cos 9? als Bestandteil. Man kann (2) in der Tat auf 
die Form bringen 

l{y^ — l^coB^(p){x^ + y^) + {y — lco&(p)[2ay^ + {a^ — l^)y 

\ — 2 alxBincp — 2al^ — a^l — P Goscp] = . 

Scheidet man die Gerade ab, so ergibt sich als allgemeine 
Trajektorie des symmetrischen Schleifschiebergetriebes die 
rationale zirkuläre Kubik 

lGOS(p) + 2ay^ + (a» — l^)y 

? sin 9? — l{a^ + 2al + P COS9?) = . 

Wir finden den Doppelpunkt, wenn wir die Doppelpunkte 
von (11) aus der Form (2) bestimmen. Danach erhält man 



[ — 2 alx Bin 



Xi =a tgq> + l sin 9? , 
yi =lcOBq) ; 



X2 = — Zsin9? , 

yg = — flt — ^cos9? . 



Hiervon liegt offenbar der erste auf der abgespaltenen 
Geraden, der zweite (D) gehört der Kubik an. Die Be- 
trachtung der beiden Polkurven wirft sofort weiteres Licht 
auf diese Kubiken. Aus (3) und (4) erhalten wir, nach- 
dem wir den Faktor x^ , bzw. rj^ abgetrennt, als Polkurven 
die kongruenten und gegen die gemeinsame Tangente 
symmetrischen Parabeln 

(13) x^ + 2ay + a^ = und ^y» - 2af + a» = , 

die wir in einer beliebigen Lage gezeichnet haben (Fig. 38). 
Man erkennt nun leicht, daß der Doppelpunkt D immer 
in bezug auf die gemeinsame Tangente symmetrisch ist 
zu dem erzeugenden Punkte Q . Ist F der Schnittpunkt 
von DQ, mit der gemeinsamen Tangente, so beschreibt F , 
wenn die bewegliche Parabel auf der festen abrollt, die 
Fußpxmktskurve der festen Parabel in bezug auf den Pol B . 
Da aber immer DQ = 2DF , so beschreibt auch Q die 
Fußpunktskurve einer Parabel, die zur festen homo- 
thetisch in bezug auf D liegt. Dies ist eine Bestätigung 
unserer früheren Bemerkungen (vgl. § 6), und wir werden 



78 



II. Abschnitt. Konchoiden. 



50, 51. 




Flg. 38. 

alle a. a. O. aufgeführten speziellen Kubiken hier wieder 
finden müssen. 

51. So hat man für den Punkt P' 9? = 0, Z = — a, 
so daß die erzeugte Kubik die Gleichung erhält 



(14) 



2/(a?^ + y^) = «(a?2 — y^), 



durch welche die gerade Strophoide dargestellt wird (Ifr. 26). 
Dies erkennt man auch aus der Erzeugung, da -^00 F 
ein fester rechter Winkel ist, OT' ein beweglicher Strahl, 
auf dem von seinem Schnittpunkt mit O'T aus immer 
JP' ^JO^ gemacht wird. In gleicher Weise erkennt man, 
wenn N' ein beliebiger Punkt auf OF' (der Direktrix der 
rollenden Parabel) ist und O'N = P'N' (=0 geniacht wird, 
daß N^ eine schiefe Strophoide beschreibt. Die EoUe des 
festen rechten Winkels hat jetzt der feste schiefe Winkel 
ONP übernommen. ist der außerordentliche Brenn- 
punkt der Strophoide. Daß er dies für alle Kurven (12) 
ist, mag der Leser selbst bestätigen. Demnach sind die 
schiefen Strophoiden Konchoiden der geraden in hezug auf 
den Scheitel oder Konchoiden zueinander in hezug auf den 
außerordentlichen BrennpunTct. Ihre Gleichung ergibt sich 
im vorliegenden Falle, da lsinq)==V, IcoBcp = —a, als 

(15) {x^ + y^)(y — a) + 2ay^ — V^y-2aVx-'al{a + l)^0. 
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Sie zeigt wiederum, da sie V linear enthält, daß die voll- 
ständige Konchoide einer Strophoide in zwei Strophoiden 
zerfällt. !N^ach dem Zusatz in "Nt. 49 kann man die 
Gleichung einer schiefen Strophoide in Polarkoordinaten 
nun auch schreiben ^ = a tg^ ö + 2 , wenn man sie auf 
den außerordentlichen Brennpunkt bezieht. 

Wir fragen ferner nach den in (12) enthaltenen sym- 
metrischen Kurven (Sluse sehen Konchoiden). Für diese 
muß sin9? = 0, also 9? = sein. Sie werden von allen 
Punkten der Achse PP' der rollenden Parabel beschrieben 
und sind also Orthokonchoiden der geraden Strophoide. 
Insbesondere beschreibt der Scheitel die Kissoide des 
DiOKLES^^). Alle anderen Punkte der rollenden Parabel 
haben schiefe Kissoiden zu Trajektorien. 

§ 12. Eine Familie von rationalen Quartiken mit unendlich 
fernem Doppelpunkt. 

52. Wir schieben hier einen Paragraphen ein, um, 
anknüpfend an die Bemerkung im Anfang der l^r. 50, 
einige Kurven zu betrachten, die sich aus einer projek- 
tiven Verallgemeinerung der zur Kappa- ^ 
kurve führenden Konstruktion ergeben. ^.-— « — ^ 
Diese Konstruktion geben wir gemäß der /^ \ / 
Polargleichung ^ = fetgö in der folgenden / \ r 

einfachen Form (Fig. 39). Durch irgend [ Ök^- 

einen Punkt A des Kreises um O mit \ j^s 

Eadius 5 ziehen wir ein Lot zur Polar- \ 
achse und durch das Lot zu OA . ^--J— ^^^ 
Diese beiden Lote geben einen Punkt P pig. 39. 

der Kappakurve. Projektivisch betrachtet 
ist nun OP zu OA harmonisch konjugiert in bezug auf 
das Imaginäre Linienpaar qj^ _j_ ^2 == q . Setzen wir an 
dessen Stelle einen Kreis 072 + ^2:^=^2^ gQ werden wir dem 
Punkte A die Polare in bezug auf diesen Kreis zuordnen 
müssen, die für a = wirklich in das Lot OP übergeht. 
Dann woUen wir dem ursprünglichen Kreis vom Eadius & 
noch eine Verschiebung um m in der Eichtung AP er- 



•*) Schon Newton fand, indem er für die Kissoide eine kon- 
tinuierliche Erzeugung suchte, daß sie bei unserer Schleifschieber- 
bewegung durch den Mittelpimkt von PP' beschrieben werde. 
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teilen und wir haben folgende allgemeine Konstruktion 
(Fig. 40). Gegeben zwei Kreise und K mit den Mittel- 
punkten und K (OK = m) und den Eadien a bzw. b . 
Jedem Punkte Ä von K ordnet man die Polare in bezug 
auf zu und zieht durch A die Parallele zu -BTO , Biese 
schneidet die Polare in einem Punkte P , dessen Ort eine 
gewisse Kurve ist. Die beiden Kreise haben die Glei- 
chungen 

(K) S^ + iv- m)2 = &2 und (0) x^ + y^ = a^. 

Die Polare von A ist x^ + yrj = a^ . Aus dieser Glei- 
chung im Zusammenhalt mit (K) und a? = f ist f und rj 
zu eliminieren. Man erhält dann für den Ort von P 



(1) 



(x^ + my - a2)2 + ^^(a?^ - 5«) = 



Dies ist demnach eine zirkidare, in bezug auf die y-Achse 
symmetrische Quartik, die für alle Werte von a^ bj m 
folge^de Eigenschaften hat. Der 
singulare Brennpunkt fällt in den 
Mittelpunkt von OK. Der unend- 
lich ferne Punkt der y-Achse ist ein 
Doppelpunkt mit den beiden Tan- 
genten X = +y&^ — m^ . Er ist dem- 
nach eine Spitze für h ^m; für 
h>in gehen die Asymptoten durch 
die Schnittpunkte von K mit der 
a? -Achse; für 6<m ist die Kurve 
im Endlichen geschlossen. Des 
weiteren sind die beiden Schnitt- 
punkte von mit der a? -Achse 
Doppelpunkte der Kurve. Sie ha- 
ben zu Tangenten die Linienpaare 
yl{a + a?) = 2 a/(m + '\/'b^ — a^)- und sind hiernach Knoten 
für fe > a , Spitzen für fe = a und isolierte Punkte für 
& < a . Dies hängt auch damit zusammen, daß. die beiden 
Geraden x = +h die Kurve einschließen, wie schon aus 
der Erzeugung erhellt. Außerdem geht die Kurve (1) 
immer durch die Schnittpunkte von und K . 

53. Durch Spezialisierung der Konstanten a, h, m 
ergeben sich nun mehrere besondere Kurven, die zu ver- 
schiedenen Zeiten unter verschiedenen Gesichtspunkten be- 
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trachtet wurden «8). Es seien zunächst und K kon- 
zentrisch (w = 0) und 6 = a/2 , so ergibt sich die Kurve 
der Fig. 41, die von P. Delanqes zur Trisektion eines 
Winkels benutzt und »Trisekante« genannt wurde^*). Sie 
ist gegen beide Achsen symmetrisch und hat die Gleichung 

(2) (a?2 - i6»)2 + y2(a?2 - 6») _ q . 

Als Polarachse nimmt man 
am besten die y -Achse. 
Dann nimmt die Polar- 
gleichung die Form an 

(2*) ^cosiÖ = i6. 

Ist demnach ^BOO 
ein beliebiger Winkel co 
{00 = 1) und daÄ Mittel- 
lot auf 00 schneidet die 
Trisekante in Q (OQ = q) , 
so ist, wenn wir 
^BOQ^e, <Q00 
setzen, einerseits 

ecos|Ö = ifc , 
andrerseits 

^C0S6 = \h j 

also ö = 2 € , d. h. < a> 
ist durch OQ triseziert. 

Es ist nicht iminter- 
essant, daß das Zweieck, 
dessen Ecken die beiden 
endlichen . Knoten sind, eine rational durch h ausdrück- 
bare Fläche hat. Für dieses Zweieck ist nämlich 




ng. 41. 



/^-"•i/i^-'-M^lf-" 



*') Die Zusammenfassung dieser Kurven unter die allgemeine 
Konstruktion des Textes gab der Verfasser in Stzgsb. Ak. W. 
Wien (math.) 116, Abt. Ua, 1907. 

•*) La triaegante nuova curva etc., Verona 1783. 



Wnuannm, SpezieUe ebene Kurven. 
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Zusatz. Die Trisekante gehört zu der allgemeineren Kurven- 
familie mit der Polargleichung g cos^t* = a. Wir begegneten 
von diesen schon dem Werte /* = 2 (Kreuzkurve, s. Nr. 15, Zus. 3) 
und dem Werte jm = 3 (Trisektrix von dk Longkjhamps, Nr. 30). 
A. AuBEY®^) gab dieser Kurvenfamilie den Namen »Ährenkurven« 
(^pis). Ihre Inversen haben die Gleichungsform q = a ooafi ; 
das sind die Bosenkurven (s. Nr. 83). Im besonderen ist die In- 
vcrse der Trisekante die Bosenkurve 6. Ordnung q =^ aaos^d 
(Potenzkurve) mit der kartesischen Gleichung 

4(ap2 + yY - 4 a^{x^ + y*)* + a* y« = . 

Wir haben sie der Fig. 41 beigefügt, aus welcher der Leser ihre 
äußere Form entnehmen mag. Der Anfangspunkt ist ein Be- 
rührungsknoten. 

54. Wir erwähnten oben schon, daß die Kurve (1) zwei 
Spitzen erhält, wenn a = & ist. Unter solchen Kurven 
spielt die eine ausgezeichnete EoUe, bei welcher und K 
sich berühren (m = 2 a) . Diese geschlossene Kurve (Fig. 42) 
wollen wir »Zweihorn« (Kremphut; bicorne; cocked hat) 
nennen ^5). Ihre Gleichung ist 

(3) (aj2 + y2 + 4 ay - a^) {x^ - a^) + 4 a^y^ _ . 

Die Schnittpunkte 8i , S^ mit der i/ -Achse (Scheitel) liegen 
in den Punkten y^ = a, 2/2 = i ^ • ^1® Spitzentangenten 
sind y = a + x, sind also unter 45^ gegen die a?-Achse 
geneigt und schneiden sich im oberen Scheitel 8^ der 
Kurve. Um die von den Spitzen aus noch an das Zwei- 
horn gehenden Tangenten zu bestimmen, setze man 
y = X{a + x) und bilde die Diskriminante der entstandenen 
Gleichung. Man findet A = |^; demnach schneiden sich 
diese beiden Tangenten in einem Punkte, der um ^a 
über 81 liegt. Der obere Zweig hat zwei symmetrisch 
liegende Wendepunkte. Um diese zu bestimmen, löst 
man (3) am besten nach y auf: 

wo das „—"-Zeichen dem oberen Zweig entspricht. Bildet 
man y^^=0, so ergibt sich a? = +^a/5 und hieraus 

**) Die Konstruktion dieser Kurve rührt von Ch. A. Soött 
her (Intermöd. math. 3, 1896; 250); s. femer G. db Long^ohamps im 
J. math. sp6c. (4) 5, 1896. 
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y = ^a. Daher schneidet die Tangente im Scheitel ^2 
die Wendepunkte aus. Die Krümmungsradien der Scheitel 

erhalten wir mittels einer Diffe- 
rentialformel ^^) , deren Anwen- 
dung häufig von INTutzen ist. Sei 
die Tangente in einem Punkte 
einer Kurve a? -Achse, die Ifor- 
male j^ -Achse, so ist zunächst 
für (Fig. 43) dyjdx = Oj also 
äaldx = 1 . Ferner hat man 
(OC^'R) A8^ = dy{2^-Ay) 
oder 

1 = (2 « ~ Jy) . AylAx^ 



\ a< 


Ä- 


\^ 


ä^:r 


9^y^K 


^^\ 


//Q^ 


^2jV\ 


^^^^ 


*^^*^ 


i 


f 


vi 


\y 
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und heim Übergang zur Grenze 

(III) 




1 ,. Ay 



Hiernach findet man in unserem Falle für den Scheitel 8^ 



1 ,. a — \ 
TTTsr = um — =-= 

= --f Um 



^ lim 



+ nm 



aifl' — Va* — ic*) 



«=0 2 a — Va* — 05* «=o a5«(2a— Va* — a?*) 



a — Vö»"^ 



3 

2a ' 



a ' ^ • 

also Ä = ^a (s. Fig. 42), während man für den Scheitel 8^ 
auf dieselbe Weise Ä = a findet. Die Fläche des Zwei- 
homs ist 



•«) S. z. B. M. d'Ooagnk, Gti(m, descr.'), S. 254. 
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J V2a — Va« — X« 2 a + Va» — »V 


a 



Für dieses Integral findet man etwas mühsam nach be- 
kannten Methoden /= «2^(16 — 9/3)//3. 

55. Der Eadius a des Omndkreises kann nun aber 
auch gleich Ifull werden. Die zwei endlichen Doppel- 
punkte rücken dann zu einem Berührungsknoten zu- 
sammen. Aus der Gleichung (1) wird 

(4) (a?2 + m y)2 + y 2(a?2 _ ft«) = . 



Setzt man m + Vm^ — h^ = 2> , wi — yw^ — 6* = g , so 
läßt sich (4) in die Form bringen 

(4*) 2X = ^-y{y + 2p) + i-y{y + 2q) . 

Diese Kurvengattung gehört demnach zu der von A. Cay- 
LEY^'') aufgestellten Familie der »Polyzomalkurven« 
(ceintures; rd ^cb/üia = der Gürtel), welche die allgemeine 
Gleichungsform haben 

(5) /(^l,^2,^3)=^/^ = 0. 

1 

Sind im besonderen die Ui quadratische (ternäre) Formen 
und V = 3 j so ist / eine Quartik. In der Tat läßt sich 
die Gleichung jeder Quartik auf die Form bringen 

(6) /k; + /Kg + Vk; = ««), 

wo die Ki = Kegelschnittsgleichungen bedeuten. Sind 
Kg und K3 Funktionen von y allein, Kj aber gleich a?*, 
so kommen wir auf Gleichungsformen der Art (4*). Die 
Abszisse wird erhalten, indem man die Abszissen zweier 
einfacheren Kurven (im wesentlichen) addiert ^^). Bei (4*) 

•^ Trans. R. S. Edinb. 25, 1868: 
«») Vgl. Salmon-Fibdlbb, Höh. JT."), S. 299 ff. 
^^) J. SoBOTKA nennt solche Kurven ebenfalls »Konchoiden« 
(in bezug auf eine Achse) und gibt Tangenten- und Krümmungs- 
mittelpunktskonstruktion aus den Grundkurven an in Stzgsb. 
böhm. Ges. Prag 1898, XXVI, 19 ff. 
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sind diese Gnmdkurven zwei sich in berührende Kreise 
mit den Gleichungen 

(7) a?2 + y2 + 2py = 0, a?2 + y2 + 2(zy = 0, 

und man erhält die Kurve (4), indem man zu je zwei zur 
selben Ordinate gehörigen Abszissen das arithmetische Mittel 
nimmt. Diese Kreise und die zugehörige Konstruktion 

sind daher nur reell, wenn die 

Kurve sich im Endlichen schließt 
(m > 6) . Hierzu gehört z. B. der 
Fall 6 = c/2, m = — |c, der die 
Kurve gibt 




(8) 2a? = yy(2e - y) + ^y{i^c - y), 

die von G. Gramer '<>) angeführt wird 
(Fig.U; ÄP^PB, ÄP' = P'B'). 
Die beiden Grundkreise sind ima- 
ginär, wenn die Kurve reelle Asym- 
ptoten hat (w < fe) . Dazu gehört der Fall m = ; das 
ist die Kappakurve, von der wir ausgingen. Ihre Glei- 
chung ist in der zur Diskussion stehenden Form 



(9) 



+ 2hi) + ^^y{y-2hi) 



Für m = b wird p = q = m, so daß die Grundkreise zu- 
sammenfallen. Das Erzeugnis stimmt dann mit dem Grund- 
kreise überein. 

Zusatz. Wir verzichten darauf, die in diesem Paragraphen 
behandelte Konstruktion noch weiter zu verallgemeinern, obgleich 
sich Kurven der verschiedensten Gestalt ergäben, wenn wir etwa 
die Parallelen nicht zur Zentrale der beiden Kreise zögen, sondern 
in einer anderen Richtung. Nur dem allgemeinen Charakter der 
durch unsere Konstruktion bedingten Transformation des Kreises K 
wollen wir einige Worte widmen. Wir geben daher folgende 
Fassung, die zur behandelten projektiv ist. Gegeben zwei Kegel- 
schnitte imd K und ein fester Punkt Z, Zu jedem Punkte A 
von K bestimmen wir die Polare in bezug auf und bringen 
diese mit AZ zum Schnitte in P. Die Polare umhüllt einen ge- 
wissen Kegelschnitt E, der polarreziprok ist zu K in bezug- auf . 
Dem Tangentensystem yon E wird das Strahlbüschel (Z) zugeordnet 



436/8 



'^ IntroducHon ä Vanalyse des lignea courbes alg,, Genf 1750, 
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und zwar so, daß jedem Strahle dieses Büschels 2 Tangenten von E, 
jeder Tangente von E aber nur ein Strahl des Büschels entspricht. 
Es liegt also eine (1, 2)-Korrespondenz zwischen einem Strahlbüschel 
erster und einem zweiter Ordnung vor. Indem man die Koinzidenz- 
punkte auf einer beliebigen Geraden sucht, findet man mittels des 
Chaslesschen Korrespondenzprinzipes '^), daß die Ordnung des Er- 
zeugnisses 4 sein muß. Da die Punkte der erzeugten Kurve aber 
eindeutig den Tangenten des Kegelschnittes E zugeordnet sind, 
muß die erzeugte Quartik nach dem Biemannschen Satze ^^ wie 
der Kegelschnitt rational sein, also drei Doppelpunkte haben. Diese 
sind die Punkte Z \md die zwei Berührungspunkte der beiden 
Tangenten von Z an . 

§ 13. Koneholden des Kreises. 

56. Das Getriebe, das wir zu Anfang des § 11 Schleif- 
schieber nannten, heißt »Schleifkurbel«, wenn an Stelle 
der festen Geraden V der iEbene A 
ein fester Kreis K tritt, auf dem der 
feste Punkt P der Ebene A' mittels 
einer Kurbel KT herumgeführt wird 
(Fig. 45), während die Gerade G durch 
»schleift«. Die Trajektorien der 
Flg. 46. Punkte von A' sind bei dieser Be- 

wegung Kurven 6. Ordg., die wir all- 
gemein nicht näher betrachten wollen. Besonders inter- 
essiert uns auch hier der Fall, daß P auf Q liegt {JBF' = 0), 
daß also etwa der Punkt Pj auf K geführt wird, während 
Q immer durch O geht. Die Bahnkurven der Punkte 
von A' sind dann »Konchoiden des E^reises K« üi bezug 
auf den Pol 0; im besonderen beschreiben alle Punkte 
von G selbst »gewöhnliche« Konchoiden des Kreises. Auch 
diese Kurven sind 6. Ordg. und bieten in ihrer Allgemein- 
heit ebenfalls kein hervorragendes geometrisches Interesse*^'). 
Aber es kann hier der wichtige Spezialfall eintreten, daß 
auf dem Kreise K liegt. Dann sind die allgemeinen 
Bahnkurven schiefe Konchoiden des Kreises für einen 
Punkt des Ejpeises als Pol. Diese Kurven verdienen eine 
eingehendere Würdigung. Ihre Definition ist rein geo- 

") JOg, K. § 15. '«) Alg, K, § 20. 

^^ Der zugehörige Mechanismus findet jedoch in der Technik 
öfter, z. B. bei Hobelmaschinen Verwendung. Vgl. F. Ebner, Xett* 
faden der technisch wichtigen Kurven, Leipzig (Teubner) 1906. 
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metrisoh diese: Auf einem Kreise K liegt ein Punkt 0. 
An jeden Badiusvektor OP wird unter konstantem Winkel (p 
eine konstante Strecke PQ = l angetragen (Fig. 46). Punkt Q 
beschreibt die schiefe Konchoide. 
Bringt man nun aber die Ge- 
rade PQ zum zweitenmal mit 
dem Kreise in 0' zum Schnitt, 
so bemerkt man, daß 0' für jede 
Lage des Eadiusvektors OP 
ebenfalls ein fester Punkt auf 
K ist. Denn der 

ist mit (p konstant. Jede schiefe pig. 43. 

Konchoide eines Kreises in hezug 

auf einen Punkt des Kreises als Pol ist also eine gewöhnliche 
Konchoide desselben Kreises in bezug auf einen andern Punkt 
des Umfangs. Da es uns nur auf die Eigenschaften der er- 
zeugten Kurven, nicht auf ihre Lage ankommt, brauchen 
wir demnach nur gewöhnliche Konchoiden des Kreises zu 
betrachten. 

57. Nimmt man dann OK (= r) als Polarachse, so 
ist die Gleichung des Ortes von Q 

(1) ^ = 2rcosö + Z, 

wobei wir bemerken, daß die Substitution von 9 + n 
statt 6 das negative von (2rcosö — Z) ergibt, so daß hier 
die ganze Konchoide, wie bei der des Nikodbmes wieder 
nur aus einer Kurve besteht. In der Tat enthält die 
kartesische Gleichung 

(!♦) (a?2 + y^-2rcß)^ = P{x^ + y^) 

die Konstante l nur im Quadrat. 

Bevor wir in eine nähere Betrachtung der Kurve (1) 
eintreten, wollen wir aber erst die Polkurven bestimmen 
und die Konstruktion des Krümmungszentrums angeben. 
Das Momentanzentrum M erhält man, indem man (Fig. 47) 
in das Lot auf Q , in P das Lot auf K zieht; also ist 
M der Gegenpunkt von P auf K . Daher ist die feste 
Polkurve der Grundkreis K selbst mit dem Eadius r , die 
roUende aber der Kreis um P mit dem Eadius 2r. Die 
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Kurven (1), die nach ihrem Entdecker Stephan Pascal, 
dem Vater von Blaise Pascal, »Pascalsche Schnecken« 
(lima$on) genannt werden, können also erzengt werden, 

indem man einen Kreis anf 

[ y^ "^^\A^i^ einem andern vom halben 

/ Gi<^^^^^ Radins so abrollen läßt, 

1 / S^^-^'^o^^ ^*^ ®^ diesen immer ein- 

\ / ^."-^^^^ /y^ \ schließt. Daher gehören sie 

JM^^t^_ _ K/[(r J zu der großen und wich- 

\M\ ^ /p^^ 1 tigen Familie der »Zyklo- 

ns x^^ / . idalen«, mit der wir uns 

\^^ / weiterhin (§ 24) eingehen- 

iv\^^ >/ der beschäftigen werden. 

x::;;- -""^ Die Spezialisierung der 

^ Konstruktion des Krum- 

Fig. 47. mungszentrums von Nr. 3 

für einen Punkt Q ergibt fol- 
gendes einfache Verfahren. Das Krümmungszentrum C liegt 
jedenfalls auf der Normale MQ . Man fälle also MB AiMQ 
{B auf OQ), dann schneidet BK die Normale im Krüm- 
mungsmittelpunkte C . Für die Scheitel (ö = 0) versagt 
auch hier die Konstruktion. Man erhält aber für diese, 
am besten aus (1), den Wert für den Krümmungsradius 
Ä = (2 r + Z)2/{4 a ± Q , wonach das Krümmungszentrum 
leicht zu konstruieren ist. 

58. Um uns nun über den Verlauf der Pascal sehen 
Schnecken zu orientieren, -bringen wir Gleichung (1*) in 
die Form 

(It) (a?2 + y2)2 - irxix^ + y^) — [{P - ir^)x^ + Vy^] = . 

Der Anfangspunkt ist hiernach ein Knoten für Z < 2 r , 
Spitze für Z = 2 r , isolierter Punkt für l> 2r . Für die 
zykloidale Erzeugung liegt daher der mit dem rollenden 
Blreise fest verbundene Punkt Q entweder innerhalb (Knoten), 
auf (Spitze) oder außerhalb des Kreises (isolierter Punkt). 
Die Formen mit Knoten und isoliertem Punkt sind in den 
Fig. 48 und 49 dargestellt. Im Falle der Spitze hat die 
Kurve wegen ihrer Gestalt den Namen »Kardioide« {fj xagdia, 
das Herz) erhalten (vgl. Fig. 63). Daß die Kreispunkte 
Doppelpunkte sind, sieht man aus (1+) ohne weiteres. Um 
die Tangenten zu bestimmen, setze man y ^ix + d und 



58. 



§ 13. Konchoiden des Kreises. 



89 



stelle die Bedingung, daß auch die in x quadratischen 
Glieder verschwinden; man erhält {d + riy = . Daher sind 
die Kreispunkte Spitzen mit den Tangenten y = ±i(a? — r) . 
Der Mittelpunkt K des Grundkreises ist ihr Schnittpunkt 
und demnach singulärer Brennpunkt der Kurve. 

Die Pascalschen Schnecken sind also nach den Plücker- 
schen Formeln''*) von der 4. Klasse (die Kardioide von der 
dritten) und haben zwei Wendepunkte (die Kardioide 
keinen) und eine Doppeltangente. Wir suchen die letztere, 
indem wir die Bedingung stellen, daß Gleichung (It) ein 





Flg. 48. 



Flg. 49. 



Quadrat wird, wenn man y^ als Unbekannte betrachtet. So 
ergibt sich x = —Vj^r als Gleichung der (natürlich immer 
reellen) Doppeltangente. Für die Berührungspunkte er- 
hält man y =±l^lQr^ — P/8r . Diese sind demnach für 
Z < 4 r immer reell und getrennt und fallen f ür Z = 4 r in 
einen Flachpunkt zusammen; für Z> 4r ist die Poppel- 
tangente isoliert. Die Wendepunkte bestimmt man am 
besten mittels der Polargleichung (1) und der bekannten Be- 
dingung q^ + 2q'^ — qq'' = 0. Diese Bedingung ergibt cos 
= —{1^+ 8r^)l6rl und man erhält daraus q = (2P- 8r^)l3l. 
Sollensiereellsein,somußZ2+8r2^6r?oder(Z— 4r)(Z— 2r)<0 
sein. Das gibt 2 r ^ Z ^ 4 r ; d. h. sie sind nur reell im 



'*) Alg. K. § 17. 
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Falle des isolierten Doppelpunktes. Für Z = 2 r werden 
sie von der Spitze der Kardioide absorbiert, für Z = 4 r 
vereinigen sie sich im Flachpunkte. 

Für die Gesamtfläche der Pascalschen Schnecke in 
dem in "Nt. 8 erläuterten Sinne ergibt sich 

n 

(2) / = /'(2r cosö + 1)^de = {2r^ + P)7t . 

ö 

Im Falle des Knotens ist hierbei die innere Schleife doppelt 
gezählt. Für die Kardioide im besonderen ist /* = 6 r* ji . 

Zusatz. Bestimmt man, wie in Nr. 42 ti^T die Konchoide der 
Geraden, auch hier den Ort der Wendepunkte bei festem Kreis 
und Pol, aber variablem l, so ergibt sich die Kurve 

{x^ + yT + 2rx(x^ + y') + 8r«y« = 0. 

Ihre Gestalt ist bimförmig. Sie besitzt im Pole eine Spitze, zwei 
reelle Wendepunkte, und schneidet die as- Achse in dem Punkte 
X = — 4 r . Die Kreispunkte sind Doppelpunkte. Daher ist sie 
Fußpunktskurve eines Kegelschnittes und zwar einer Hyperbel in 
bezug auf den Scheitel. Wir können also ihre Konstruktion nach 
Nr. 4 dem Leser überlassen. 

59. Die Pascalschen Schnecken müssen nach den all- 
gemeinen Ausführungen von I^r. 4 gleichfalls Fußpunkts- 
kurven von Kegelschnitten in bezug auf ihren Doppel- 
punkt sein. Man erhält in der Tat, wenn ocy ß die Ko- 
ordinaten des Mittelpunktes des gesuchten Kegelschnittes 
in bezug auf den Doppelpunkt der Schnecke sind und a , h 
die Halbachsen dieses Kegelschnittes: 

Ä = 2r; ß==0 I a = l', h = l. 

Demnach sind die Pascalschen Schneclcen die Fußpunlcts- 
Tcurven der Kreise. Damit haben wir alle Spezialisierungen, 
die wir in Nr. 9 andeuteten, erschöpft. Der Elreis berührt 
die Schnecke in den beiden Punkten x = 2r + 1, wo diese 
vertikale Tangenten hat. Im Falle des Kiiotens liegt der 
Pol außerhalb des Kreises, im Falle des isolierten Punktes 
im Kreise, wie die Fig. 48 und 49 zeigen; die Kardioide 
ist Fußpunktskurve des Kreises in bezug auf einen Punkt 
der Peripherie. Die Form mit Flachpunkt entsteht, wenn 
der Pol in der Mitte zwischen Zentrum und Peripherie liegt. 
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Die Gleichung der Inversen einer Pascalschen Schnecke 
in bezug auf den Doppelpunkt ist 

(3) Q- ^ 



1 + {2rlT)coBco ' 

Das ist die Gleichung eines Kegelschnittes in bezug auf 
den Brennpunkt; p ist der Parameter, 2r/? die numerische 
Exzentrizität. Wir bestätigen hieraus, was an sich klar ist: 
der Form mit Knoten entspricht eine Hyperbel, der mit 
isoliertem Punkt eine Ellipse, der Kardioide eine Parabel. 

iNach der "Nt. 5 muß der eben besprochene Kegel- 
schnitt zu demjenigen, dessen Fußpunktskurve die Schnecke 
ist, polarreziprok in bezug auf den Inversionskreis sein. In 
der Tat ist die Polarreziproke jedes Kegelschnittes U in 
bezug auf irgend einen Kegelschnitt V um den Brenn- 
punkt von U als Mittelpunkt ein Kreis, was wir dem 
Leser zu beweisen überlassen {Alg. K. S. 159). 

Zusätze. 1. Ist K ein ElreiS; ein fester Punkt, so ist die Ein- 
hüllende aller Kreise über den Badienvektoren von K in bezug 
auf als Durchmessern eine Pascalsche Schnecke. 

2. Der Ort des Scheitels eines konstanten Winkels, dessen 
Schenkel immer zwei Kreise berühren (die »isoptische Linie« zweier 
Kreise), ist aus mehreren Pascalschen Schnecken zusanmiengesetzt. 
(Zum Beweise kann man die Polkurven der dadurch definierten 
Bewegung bestimmen^) 

§ 14. Die Cartesischen Ovale. 

60. Wir leiten nun, indem wir uns die nähere Be- 
trachtung der Kardioide vorbehalten, aus den Pascalschen 
Schnecken eine allgemeinere, wichtige Kurvenfamilie ab, 
nach demselben Verfahren, durch das wir von den Booth- 
schen Lemniskaten zu den spirischen Linien des Pers£us 
gelangten (§ 5): wir suchen nämlich die Kurven gleicher 
Potenz n in bezug auf eine Pascalsche Schnecke von der 
Gleichung (1*) des vorigen Paragraphen. Diese sind ge- 
geben durch 

j[l) (a?2 + y2 -2rxy - P{x^ + y^) - /7= . 

Nach unseren früheren Darlegungen (Nr. 7) muß Gleichung (1) 
fär jedes 11 eine Quarük darstellen, die mit der zugrunde 
liegenden Pascalschen Schnecke die Spitzen in den Kreis- 
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punkten gemein hat, so daß auch die Spitzentangenten über- 
einstimmen. Alle Kurven des Systems (1) (bei variablem 27) 
haben daher den Mittelpunkt K des Grundkreises der ur- 
sprünglichen Pascalschen Schnecke als gemeinschaftlichen 
singulären Brennpunkt. Die Kurven heißen »Gartesische 
Ovale«, da sie schon von Descabtes in seiner Oiomitrie 
(Leyden 1617) aufgestellt wurden. Dies sind demnach 
Quartiken vom Geschlechte 1 mit Spitzen in den imaginären 
Kreispunkten, also von der Klasse 6, symmetrisch in be- 
zug auf eine Achse. Es ist aber möglich, daß in dem 
System (1) noch weitere Individuen sind, die außerdem 
noch einen Doppelpunkt besitzen (Pascalsche Schnecken). 
Diese werden auch für die gestaltliche Untersuchung des 
Systems von Wichtigkeit sein. Um sie zu finden, setzen 
wir X ^ x + X und bestimmen x und ü so, daß in der 
Gleichung die in x linearen und die konstanten Glieder 
verschwinden; denn der Doppelpunkt liegt jedenfalls auf 
der a7-Achse. Auf diese Weise erhält man die beiden 
Gleichungen 

(2) x[2(x-r){x-2r)-P]^0, 

(3) x^[{x^2ry-P]=:n. 

Folglich enthält das System (1) drei Pascalsche Schnecken, 
die ursprüngliche (» = 0, 11=0) und noch zwei andere, 
deren x man aus (2) bekommt, während (3) den ent- 
sprechenden Wert von 77 liefert. Ohne die Werte der x 
zu berechnen, können wir sagen Xj = , x^ <r, x, > 2 r . 
Für Xi =0 erhält, wie wir wissen, die Pascalsche Schnecke 
einen Knoten, aber für X2 und x^ entstehen isolierte Punkte, 
da die Koeffizienten von x^ und y^ gleiche Zeichen er- 
halten. Sucht man ferner die zwei weiteren "Schnittpunkte 
der betreffenden Pascalschen Schnecke mit der a?-Achse, 
so ergibt sich die Gleichung 

(4) x^ + 4:x(x - r) + 4:{x - rY + 2x{x- 2r) -P^O. 

Deren Diskriminante ist A ^ 4 J^ — 8 «(x — 2r) oder mit 
Berücksichtigung von (2) A ^ 8 r (2 r — >e) , also A(«2) > , 
aber A(«8) < 0. Die dem Werte «g entsprechende Pascal- 
sche Schnecke ist also eine gewöhnliche mit isoliertem 
Punkte, die dem Werte x^ entsprechende aber hat außer 
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dem isolierten Punkte keinen reellen Zug; l ergibt sich in 
diesem Falle rein imaginär '*). 

61. Die Zeichnung (Fig. 50) desSystems(l) bestätigt diese 
Entwicklungen. Wir erhalten damit zugleich Aufschluß über 
die Gestalt eines Cartesischen Ovals. Für Werte von /7> , 
die absolut genommen sehr klein sind, ergibt sich eine Form 
mit zwei Zügen, die ineinander liegen (Bing- oder Gürtel- 
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kurve) und sich an die beiden vom Knoten Dj der ursprüng- 
lichen Pascalschen Schnecke ausgehenden geschlossenen Züge 
eng anschließen (in der Figur gestrichelt). Der äußere ist 
ein Unifolium (er konnte wegen zu großer Annäherung nur 

^^ E. EoKHABDT hat die Pascalschen Schnecken benutzt, um 
die Bealitätebedingungen f(ir die Wurzeln der Gleichungen 4. Grades 
analytisch-geometrisch abzuleiten (Arch. Math. (3) 11, 1907, 52 — 59, 
332—339). Die Pasoalsche Schnecke fOr x^ entspricht dort dem Falle 
von 4 imaginären Wurzeln. 
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angedeutet werden); der innere ein Oval. Letzteres zieht 
sich allmähUch auf einen Punkt Dg zusammen, den Doppel- 
punkt der Pascalschen Schnecke für x^ . Der äußere Zweig 
geht durch eine Form mit Flachpunkt ebenfalls in ein 
reines Oval über. Für Werte von ü < entsteht zunächst 
ein Unifohum mit sehr tiefer Einbuchtung, das allmählich 
durch eine Form mit Flachpunkt in ein Oval übergeht. 
Dieses zieht sich schüeßlich auf einen Punkt Dg zusammen, 
der die Pascalsche Schnecke für x^ darstellt. Für noch 
kleinere Werte als n{x^) ist das Cartesische Oval völlig 
imaginär. 

Es entsteht nun die Frage, ob das in Fig. 50 ge- 
zeichnete System wirklich alle Formen der Gartesischen 
Ovale im Wesen enthält. Wir bemerken zunächst, daß 
die drei möglichen Typen von Pascalschen Schüecken in 
dem System vorkommen. Ihre Grundkreise haben alle 
den gemeinsamen Mittelpunkt K und bzw. die Eadien 
KD^ , KD2 , KD^ . Wenn wir also von einer der beiden 
anderen Pascalschen Schnecken ausgehen und deren Kurven 
gleicher Potenz suchen, erhalten wir dasselbe System. Es 
bleibt dann nur noch die Kardioide {l = 2r) als Grund- 
kurve. In diesem Falle hat (2) die Wurzeln x^ = ^«2 = > 
Xg = 3 r . Das System enthält also dann keine Eingkurven, 
die anderen Typen sind aber vertreten; neue kommen nicht 
vor. Also können wir durch Fig. 50 alle Formen der 
Gartesischen Ovale im Wesen als gegeben betrachten. 

62. Wir stellen jetzt die Frage nach den gewöhn- 
lichen Brennpunkten eines Gartesischen Ovals von der 
Gleichung (1). Deren müssen es neun sein; denn von 
jedem Kreispunkt gehen noch drei Tangenten an die 
Kurve. tDiese bestimmen wir, indem wir x^^iy + fi in 
(1) setzen und die Diskriminante der entstehenden qua- 
dratischen Gleichung für y gleich Null setzen. Wir er- 
halten die in der Tat für ju kubische Bedingung 

(5) * = 4/iV - r)rP + /uH^ + 4:{jll - ryn=^ . 

Von den 9 Schnittpunkten der drei Geradenpaare 

. ^ = ±iy + jiH . (< = i, 2, «) 

interessieren uns besonders die drei auf der Symmetrie- 
achse liegenden, welche die Koordinaten haben x=^/iij 
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1^2 y /h- Diese sind entweder alle drei reell, oder es ist 
nur einer reell und die beiden anderen konjugiert ima- 
ginär. Im letzteren Falle werden zwei von den sechs 
übrigen, die zur a?-Aclise symmetrisch liegen, reeU. Die 
direkte Untersuchung, bei welchen Formen die drei reellen 
Brennpunkte auf der Symmetrieachse auftreten, aus 
Gleichung (5) in Verbindung mit (1) würde sehr umständ- 
lich werden. Es wird sich aber unten ergeben (Nr. 64), 
daß bei Annahme dreier' reeller Brennpunkte auf der 
a?-Achse sich Eingkurven ergeben. Daraus läßt sich un- 
schwer der Schluß ziehen, daß nur solche in der Tat mit 
dieser Eigenschaft begabt sind. Denn gehen wir von dem 
TYerte 11 {> 0) einer solchen Form zu dem Werte ü = 
über, der der ursprünglichen Pascalschen Schnecke ent- 
spricht, so sehen wir aus (5), daß dann zwei der ju^ gleich 
Null werden, d. h. zwei Brennpunkte in den Doppel- 
punkt l>i fallen (bei der Kardioide rückt auch der dritte 
in die Spitze), die dann, wenn wir 77 stetig variieren, 
also <0 nehmen, notwendig imaginär werden. In Dg 
rücken sie wiederum zusammen; da aber weiterhin die 
ganze Kurve imaginär ist, haben sie, auch wenn sie etwa 
wieder reell sind, keine Bedeutung mehr. Ein drittes 
Zusammenfallen (in Dg) tritt ein, wenn man 77 von bis 
n{x2) wachsen läßt; infolgedessen sind sie für 77>77(«2) 
wieder imaginär. 

Setzt man in (5) für jLt verschiedene Werte ein, so 
ergibt sich z. B. $(—(») negativ, *(0) = 4r2 77, 0(r) 
positiv, *(+cx>) positiv. Daher liegt für 77 < der reelle 
Brennpunkt zwischen 7>i und K; für 77 > links von 7>i . 
Die beiden anderen reellen Hegen im letzteren Falle immer, 
wie wir sehen werden, innerhalb des Ovals. 

63, Auch das Cartesische Oval hat nach den Plücker- 
schen Formeln nur eine Doppeltangente. Wir erhalten für 
sie, indem wir das in Nr. 58 bei der Pascalschen Schnecke 
angewendete Verfahren benutzen, a? = — (4 77 -f 2*)/8 r P . 
Der Ausdfuck für die Ordinaten der Berührungspunkte 
ist etwas umfangreich; es ist aber nicht ohne Interesse, 
die Entfernung dieser Berührungspunkte von dem singulären 
Brennpunkt K zu berechnen. Nennen wir diese r, so 
erhält man r* = r^ -f ^ Z^ . Die Berührungspunkte der 
Doppeltangenten aller Kurven des Systems (1) liegen daher 
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auf dem Kreise nm K mit dem Eadius r. Bezeichnen 
wir diesen Kreis mit K , die Doppeltangente mit T , und 
sei wie immer 2; « die unendlich ferne Oerade, so muß 
sich Gleichung (1) in die Form setzen lassen 

(4) K«- J[T08 = O, 

aus der ersichtlich ist, daß einerseits T Doppeltangente 
mit den Berührungspunkten auf K ist, andererseits K 
durch die Spitzen in der Eichfung ihrer Tangenten geht, 
so daß diese sich also im Mittelpunkte von K schneiden. 
Durch Koeffizientenvergleichung findet man A und die 
Kurvengleichung erhält die Form 

(4*) (a?2 + y2 _ 2ra? - \VY - i(8r ^«a? + 4/7+ Z*) = . 

Schreibt man die linke Seite der Gleichung (4) in der 
Gestalt K^ — ÄTz'Z^, so erkennt man sie als die Dis- 
kriminante der in einer beliebigen Variablen X quadratischen 
Gleichung 

(5) X^ATz + 2K3i + z^ = 0. 

Gleichung (5) stellt aber ein System von Kreisen dar, 
deren Mittelpunkte auf der a?-Achse laufen. Die Kurve (4) 
ist ihre Einhüllende; jeder Kreis berührt die Kurve dopip^t. 
Bestimmt man in dem System (5) die zerfallenden Kreise 
(vom Eadius Null), so ergeben sich, wie der Leser be- 
stätigen möge, genau unsere oben gefundenen drei Brenn- 
punkte auf der a?-Achse wieder. Die linken Seiten ihrer 
Gleichungen, die die Form {x — jui)^ + y^ haben, bezeichnen 
wir mit Fj , Fg , F3 , die zugehörigen Werte von X seien 
^1 , ^ , Ag . Gleichung (4) ist nun aber dadurch aus- 
gezeichnet, daß man statt der beiden speziellen (aus- 
gearteten) Kreise Tz und z^ des Systems (5), die den 
Werten X = oo und A = entsprechen, irgend zwei Kreise, 
auch die iN'ullkreise für X^ und Ag zugrunde legen darf, 
ohne daß sie ihre Form ändert. Denn die Gleichung 

^' \ -{iiATz + 2KXi + z>){i^ATz + 2Kii+z^ = . 
ist mit (4) identisch und hat die Form 
(7) K§-F,F,=0, 
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WO Ko ein anderer, dem System (5) ebensowenig wie K 
angehörender Kreis ist. Das System (5) kann dann auch 
ersetzt werden durch 

(8)^ A2Fi + 2AKo+F2 = 0. 

Setzen wir nun 

(9) r2Fi + 2vKo+F2 = *F3 

und substituieren aus (7) den Wert von Kq = ypiFg , so 
läßt sich (9) zunächst schreiben 

(vfK + f^'-^F,, 

woraus die Eelation entsteht 

(10) o,yF; + o,YF, + o,iF, = o, 

die von allen Punkten der Kurve (4) erfüllt wird. I^un 
können wir aber die F» wegen der Koeffizienten a» in 
der oben angegebenen NormaMorm geschrieben denken. 
Dann stellt /F^ den Abstand eines Kurvenpunktes vom 
Brennpunkte Fi dar und wir haben den bemerkens- 
werten Satz: 

Ein Tcartesisches Oval ist der Ort aller PunTcte, deren 
Abstände von drei festen, in gerader Linie liegenden Punkten 
eine lineare, homogene Relation befriedigen'^^). 

64. Diese lineare Eelation kann auch, indem man 
nur von zwei Brennpunkten F^, F^ ausgeht, in nicht 
homogener Form geschrieben werden. Als dritten Kreis 
nehmen wir dann nicht Fg , sondern den ausgearteten z'^ , 
der dem Werte A = in (5) entspricht. Heißen wir dann 
die beiden Entfernungen eines Kurvenpunktes von F^ 
und F^ bzw. q^ und ^2 > so wird aus (10) 

(10*) q^i + ^2 ^2 = ^ oder t^q^-{- Q2 = 1 , 

und eine ähnliche Eelation kann für die Paare F^ , F^ 
und ^2 , ^3 aufgestellt werden. Nehmen wir F^ als An- 

'^) Liegen die drei festen Punkte nicht in einer Geraden, so 
ist der Ort der Punkte eine allgemeine bizirkulare Quartik. Bei 
einer solchen sind für T z und z^ zwei beliebige Elreise zu setzen. 
Der Ort der Mittelpunkte ist dann . ein Kegelschnitt und das 
System (5) gehört einem Bündel mit gemeinschaftlichem Ortho- 
gonalkreis an. Vgl. Salmon-Fieolbb, Höhere Kurven^^), S. 318 ff. 

WiXLEmiEBy Spezielle ebene Kurven. ^ 



98 



n. Abschnitt. Konchoiden. 



64. 



fangspunkt nnd setzen F^F^ =a , so ergibt sich als Oleichimg 
in kartesischen Koordinaten 



(11) r^x^ + y^ + ix^ + y^ - 2ax + a^ = 1 

oder in Polarkoordinaten • 

(12) (t2 - 1)^2 + 2^(acosö -lr) + P-a^ = 0. 

Die Diskriminante dieser letzteren Gleichung ist 
A ^ ^2 _j_ ^2^2 __ 2aZTC0SÖ — a^&v^^Oj und man erhält 

(13) ö(T2-l) = ZT-acosö±yÄ. 

Um die Art der Kurve zu erkennen und die Lage der 
Brennpunkte in bezug auf die Zweige festzustellen, müssen 
wir ö = und == Ji setzen. In jedem Falle wird A ein 
Quadrat und es ergeben sich, wenn man i/a = t' setzt, 
folgende vier Werte 



(14) 



ö"^ = a 



t —1 

T— 1 



Q^' = a 



Q^^ = a • 






wobei die beiden letzteren nach anderer Bichtung gezählt 
sind als die beiden ersteren. Zählen wir auch diese nach 
derselben Bichtung, so erhalten wir folgende Kombinationen: 





I 


n 


m 


IV 


T>1, r'>l 


+ 


+ 


— 


_ 


r < 1 , t' > 1 


— 


+ 


+ 


— 


T > 1 , t' < 1 


— 


+ 


— 


+ 


T<1, t'<1 


+ 


+ 


+ 


+ 



Im Zusammenhalt mit der Schlußbemerkung in Nr. 62 
lassen sich hieraus folgende Schlüsse ziehen. Erstens 
sind bei Annahme reeller Brennpunkte {a reell) alle vier 
Werte von g reell, die Kurve ist also eine Bingkurve; 
zweitens befindet sich ein Brennpunkt immer entweder 
im inneren Oval oder außerhalb beider Ovale. I^ach Nr. 62 
hat einer der Brennpunkte sicher die letztere Lage. Sei 
dies der Anfangspunkt und sei t' > t (t < 1 , r' < 1) , so 
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sind Q^ und ^^ < a , ^". und q^^> a; ist aber t' < t , 
so sind Q^ und q^^ <a, q^ und ^"^ > a. D. h. der 
zweite Brennpunkt, und damit auch der dritte, liegen im 
inneren Oval. Denn es könnten eventuell nur alle drei 
außen liegen. 

Auf einige Ausartungen ist noch hinzuweisen. Glei- 
chung (10*) bzw. (12) zeigt, daß für t = +1 eine Ellipse, 
für T = — 1 eine Hyperbel entsteht. In beiden Fällen 
trennt sich die unendlich ferne Gerade doppelt zählend 
ab. Es fallen ferner zwei der vier Werte von q zusammen, 
wenn t' = ±1 {l = ±a) wird. Da diese beiden Werte 
gleich NuU werden, fällt der entstandene Doppelpunkt in 
den ersten Brennpunkt, der zugleich mit dem dritten 
identisch werden muß. Wir hlaben eine Pascalsche Schnecke. 
Dasselbe tritt ein, wenn r' = +t {l = +at); dann fällt der 
Doppelpunkt in den zweiten Brennpunkt, der sich mit 
dem dritten vereinigt. 

65, Nach Gleichung (10*) gehören die Cartesischen 
Ovale zu den Kurven, die dadurch definiert sind, daß 
eine Funktion U^QiQi+ S2Q2 ^^^ Abstände von einer 
Anzahl von Punkten konstant sein soll. Gleichzeitig gibt 
diese Definition ein leichtes Mittel an die Hand, die 
Kurven, allerdings nur die ringförmigen Formen, zu zeichnen. 
Wir können ferner die in 1fr. 23 auseinandergesetzte 
Methode der Normalenkonstruktion anwenden. Sei P 
ein Punkt der Kurve, so trage man auf F^P und F2P 
Strecken auf, die zu q bzw. ^2 (auch dem Sinne nach) 
proportional sind; dann ist die Diagonale des aus diesen 
Strecken zu konstruierenden Parallelogramms Normale der 
Kurve in P. 

Vermöge dieser Normaleneigenschaft spielen die Carte- 
sischen Ovale in der geometrischen Optik eine wichtige 
Bolle. Um diese darzulegen, ist es aber nötig, vorher 
einen allgemeineren Satz über »Brennlinien (Kaustiken)« 
aufzustellen. Wenn ein beliebiges Strahlensystem an einer 
Kurve reflektiert oder gebrochen wird, so hat das reflek- 
tierte bzw. gebrochene System eine gewisse Kurve zur 
Einhüllenden, die man Katakaustik nennt bei Eeflexion, 
Diakaustik bei Brechung. Wir beschränken uns auf den 
Fall, daß das ursprüngliche Strahlensystem von einem 
Punkte 0, dem Anfangspunkte, ausgeht. Die brechende 

1"* 
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Kurve sei f{x , y) = {dyjdx = y) . Das Brechungsgesetz 
laute (Fig. 51) sinö>e:sinö>a = fc; die laufenden Koordinaten 
seien S , rj . Dann ist die Gleichung des einfallenden 
Strahles rj/S = y/x , die des gebrochenen 
sei ^ — • y = x{S — x) . Da ferner 

x-\-py 




sina>- = 



smcOfl = 



l+i>x 



so ist die Bedingung des Brechungsgesetzes gegeben durch 
x+py 7, iH-p« 

Setzt man hier den Wert von x = (17 — y)/(f — x) ein, so 
erhält man 

y(g-a,)2 + (^j:j^2 ^ ^y^i^l^i 

(f — 0?) + 2>(^ — y) (a? + 2> y) 

Diese Gleichung stellt die beiden Geraden dar, die durch 
den Punkt P(a?, y) gehen und mit dem Einfallslot den 
Winkel coa bilden. Gleichung (15) kann aber durch folgende 
beiden ersetzt werden 

(16) I ^^ ~ ^^' "*" ^"^ ~ ^^' ^ ^"'^''' ^ ^'^ 

1 (f — a?) + 2>(^ — 2/) = ^"^(^ + 2> y) . 

Davon stellt die erste einen Kreis vor, der um P mit 
dem Eadius ifc-^-OP beschrieben ist, die zweite ist aus 
der ersten durch Differentiation entstanden. Der Punkt (f , 17), 
der durch (16) bestimmt wird und auch auf (15) liegt, 
ist demnach der Berührungspunkt des Kreises vom 
Eadius Tc^^OP um P mit seiner Einhüllenden. Der 
austretende Strahl steht also auf dieser Einhüllenden, die 
man »sekundäre Kaustik« nennt, senkrecht. Man kann 
daher sagen: Die Kaustik einer Kurve in hezug auf einen 
Punkt ist die Evolute der sekundären Kaustik'^'^), 

'^ Geegonne, Ann. Math. 15, 1824/25. — Qubtelet, M^m. Ac. 
Belg. t, 1829. — Obige Deduktion ist nichts anderes als eine 
analytische Ableitung des Huygens sehen Prinzips aus dem 
Brechungsgesetz. Im Baume entspricht der sekundären Kaustik 
die >Wellenfläche«. 
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Flg. 52. 



66, In der vorigen Betrachtung ist natürlich die 
Eeflexion mit einbegriffen. Denn für diesen Fall ist nur 
fc = 1 zu setzen. Die Kreise,' welche 

die sekundäre Kaustik einhüllen, gehen / 

aUe durch 0. Man erhält dann den 
Punkt 0' , wo ein solcher Kreis seine 
Enveloppe berührt, indem man von 
auf die Tangente in P ein Lot OF 
fällt und dieses mit dem reflektierten 
Strahl zum Schnitt bringt (Fig. 52). 
Die sekundäre Kaustik ist demnach 
hier, da 00'=2 0F, zur Fußpunkts- 
kurve in bezug auf homothetisch. 

Zusätze. 1. Die Konstruktion der 
Fußpunktskurve kann kinematisch derart 

aufgefaßt werden, daß der rechte Winkel (F) sich so bewegt, 
daß ein Schenkel immer durch geht, während der andere 
längs der Kurve gleitet. Dann ist das Momentanzentrum in 
der vierten Ecke M des Eechtecks OFPM. Dies kann man 
auch so ausdrücken: Die Normale in einem Funkte F einer Fuß- 
ptmJctskurve halbiert den zugehörigen Radiusvektor. Für die Kurve, 
die 0' beschreibt, ist also in der Tat FO' (\\MF) die Normale. 

2. Wenden wir die letzte Bemerkung der Nr. 65 auf einen 
Kreis als reflektierende Kurve an, so beschreibt bekanntlich F, 
und daher auch 0\ eine Pascal sehe Schnecke und die Einhüllende 
der reflektierten Strahlen ist die Evolute dieser Pascal sehen 
Schnecke. Liegt der leuchtende Punkt auf der Kreisperiph^rie, 
so ist die sekundäre Kau- 
stik eine Kardioide, die 
Kaustik selbst daher als 
Evolute auch eine Kardio- 
ide; dies möge hier der 
Leser selbst beweisen, 
später wird es aus einem 
viel allgemeineren Satze 
folgen (s. Nr. 144 u. 91, Zus.). 

67, S'unmehr be- 
stimmen wir die se- 
kundäre Kaustik eines 
Ejreises in bezug auf einen Punkt . Ist wie oben 
sincüe: sincoa = fc und machen wir auf dem austretenden 
Strahle PQ = fc-^ • FO (Fig. 53), so sind die Winkel {FOQ) 
und {OQF) bzw. gleich coa und n — Oe, daher wird 




Fig. 63. 
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ein um OPQ beschriebener Kreis das Einfallslot MP in 
P berühren. Zugleich schneidet dieser Kreis die Gerade M 
in einem Punkte Oj, der, da OM »OiM = PM^ j für alle 
Einfallspunkte P derselbe ist. und 0^ sind die Grund- 
punkte eines zum Grundkreis orthogonalen Büschels. I^un 
ist nach dem Ptolemäischen Lehrsatz 

(17) OP . OiQ - OiP . OQ = OÖi . PQ 
oder, wenn wir O^Q = q^, OQ = q^ setzen, 

(18) -pQ'Qi- -fö~ ' ^2 ^ ^^1 • 

Nun ist aber OP/PQ^Tc; O^PJOP == PM/OM , also 
auch O^P/PQ = Tc'PMlOM =---Tc\ für aUe Lagen von 
P konstant und (18) wird 

(18*) Äßi + r^2 = 00i. 

Der Punkt Q beschreibt daher ein Oartesisches Oval, und 
die Kaustile des Kreises in hezug auf einen leuchtenden 
PunTct ist die Evolute eines Cartesischen Ovals. Man bemerkt 
wieder, daß der Fall der Eeflexion, wo sich eine Pascalsche 
Schnecke ergibt, nur ein spezieller Fall des vorliegenden 
ist. (Die Kaustik der Geraden siehe in Nr. 88, Zus. 2.) 

Zusätze. 1. Gemäß der Bemerkung in Nr. 26 müssen die 
Cartesischen Ovale in bezug auf gewisse Punkte, deren es höchstens 
4 sein können, anallagmatisch sein. Man sieht, daß dies fOr die 
3 einfachen Brennpunkte auf der Synunetrieachse zutri£ft (der 
vierte Punkt liegt hier im Unendlichen). Denn setzt man in 
Gleichung (12) e = tw"/^, so entsteht auf jeden Fall wieder ein 
kartesisches Oval, das mit dem ursprünglichen übereinstimmt, 
wenn man m* = (P — a*)/(7* — 1) ninmit. Die Untersuchung, wann 
durch die Inversion ein Zweig in den anderen, oder jeder in sich 
selbst übergeführt wird, überlassen wir dem Leser. Die Pascalsche 
Schnecke ist nur für den einen einfachen Brennpunkt auf der 
Symmetrieachse anallagmatisch; wie wir schon wissen, geht sie 
durch Inversion vom Doppelpunkt aus in einen Kegelschnitt über, 
und umgekehrt. 

2. Verbinden wir die Gleichung (12) mit der Gleichung irgend 
einer Geraden q {a cosß + ß sinff) = y und eliminieren 0, so ergibt 
sich eine biquadratische Gleichung für q, in welcher der Koeffizient 
von Q^ gleich — 4 Z t/(t' — 1) = konst. ist. Daher der Satz: Die 
Summe der vier Badienvektoren der vier Schnittpunkte irgend einer 
Geraden mit einem Cartesischen Oval, auf einen Brennpunkt bezogen, 
ist konstant. 
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68, Zum Schlüsse führen wir noch zwei einfache Er- 
zeugungen der Cartesischen Ovale auf, von denen die 
erste von Newton stammt, während die zweite von 
Ohasles'®) angegeben wurde und leicht aus der ersten 
abgeleitet werden kann. Suchen wir alle Punkte P (Fig. 54), 
deren Entfernungen FA^ bzw. PÄ2 von zwei Kreis- 
peripherien (um Kl und K2 als Zentren) in einem kon- 
stanten Verhältnis v stehen, so ist, wenn wir PKi = Qi, 
PK2 = ^2 setzen und die Kreisradien mit r^ und rg be- 
zeichnen (qi — fj) : (^2 — ^2) = t? , oder 

Qi — VQ2='ri — vr2 = konst. , 




Flg. 54. 

d. h. der Ort von P ist ein Cartesisches Oval mit K^ 
und K2 als einfachen Brennpunkten. 

Ziehen wir nun -A^J-g und bezeichnen den Schnitt- 
punkt von Ä1Ä2 mit der Zentrale K1K2 mit W, so ist 

nach dem Satz des Menelaos j^ • =^ • -J-^ = 1 , also 

WK1IWK2 = rilvr2 = konst. , daher W ein fester Punkt. 
Wir können folglich sagen: Dreht sich eine Selcante um 
einen festen PvmM W auf der Zentrale zweier Kreise und 
zieht ma/n zu den vier Schnittpunkten mit beiden Kreisen 
die Badien^ so schneiden sich diese in vier Punkten, die 
Cartesische Ovale beschreiben. ' 



^') Bibliographien der Cartesischen Ovale von Liguine, Bull. 
80. math. (2) 6, 1882, 40 \md H. Bbooabd, Interm^d. math. 3, 
1896, 238. 
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§ 15. Konchoiden der Kegelschnitte. Kurven erster Kategorie. 

69. Die (gewöhnliche) Konchoide eines Kegelschnittes 
ist nach der Formel von Nr. 36 von der Ordnung 8 und 
hat im Pole einen vierfachen Punkt. Wir betrachten nur 

zwei Spezialfälle, die eini- 
ges Interesse bieten. Zu- 
nächst sei der Pol in einem 
Scheitel des Kegelschnittes. 
Dieser habe die Gleichung 

(1) 3^2 = 2piP + (e2— l)a?S 

wo c die numerische Ex- 
zentrizität, p=—h^la für 
die Ellipse ist [vgl. Nr. 29 
.,^ (5)]. In Polarkoordinaten 
\ lautet die Gleichung, wenn 




2. 



wir £ 



(1*) 6 



■1 = q setzen, 

2pcosö 

sin^ö 



gcos^Ö ' 

also ist die Gleichung der 
Scheitelkonchoide dieses 
Kegelschnittes 



(2) e = 



+ 1. 



Setzt man für 6 hier d + n 
Flg. 55. ein, so ändert der erste 

Summand sein Vorzeichen; 
also besteht die Kurve aus einem einzigen Zug für posi- 
tives und negatives l und sie ist, da die Grundkurve einfach 
durch den Pol geht, von der Ordnung 6 . In der Tat wird 
die Gleichung in kartesischen Koordinaten 

(2*) (a?2 + 2/2) (y2 ». gfrjp2 -2px)^ = P{y^ - qx^Y . 

Diese setzt außerdem den vierfachen Punkt im Pole sofort 
in Evidenz und zeigt, daß die Asymptoten des Kegel- 
schnittes Doppelasymptoten der Konchoide sind**^). Andere 
als gestaltliche Untersuchungen über diese Kurven liegen 
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nicht vor"^^). Da aber der Leser selbst leicht imstande 
ist, sich verschiedene der auftretenden Formen zu zeichnen, 
wollen wir nur auf einige Punkte hinweisen. 

Ist die Grundkurve eine Ellipse und liegt der Pol in 
einem Hauptscheitel (auf der großen Achse), so wird die 
Konchoide, solange l<2a, wie eine in die Länge ge- 
zogene Pascalsche Schnecke mit Knoten aussehen, da der 
Kreis um den Pol mit dem Eadius l die Ellipse nur in 



(a.) 



Z^O 




Zi 



1 7 Z 



zwei reellen Punkten treffen kann, zwei der Tangenten 
des vierfachen Punktes also imaginär sind. Wird g = — 1 , 
so trennt sich von (2*) der Faktor {x^ + y^) ab, und wir 
haben in der Tat die Gleichung einer Pascalschen Schnecke 
(natürlich für beliebiges Z) vor uns. Die Formen werden 
erst interessant, wenn der Pol in einen Nebenscheitel zu 
liegen kommt. Wir müssen dann in Gleichung (2*) nur 
— g > 1 (6 > a) voraussetzen. In diesem Falle kann nämlich 
der Kreis um den Pol »mit l als Eadius die Ellipse in 
4 reellen getrennten Punkten schneiden, in zwei ge- 

^») Vgl. J. CABDiNiULL», Arch. M. Teyler (2) 8, 1902, 165-197, 
sowie einen kleinen Artikel des Verf. im Arch. Math. Phys. (3) 12, 
1907, 254/60. Im ersteren Aufsatz werden auch die Polkurven 
untersucht. 
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trennten Punkten berühren, unter anderem in einem 
Grenzfalle auch im Gegenscheitel hyi)eroskulieren; dem- 
entsprechend treten die verschiedensten Arten des vier- 
fachen Punktes auf. Fig. 55 soll davon ein Bild geben, 
Fig. 56 ebenso für die Hyperbel; die Nebenfigur (a) gibt 
bei letzterer eine Projektion der Kurve 1 ins Endliche. 
Bei der Parabel können in jedem Falle nur zwei Zweige 
des Doppelpunktes reell sein. 

70, Außer den Scheitelkonchoiden wollen wir noch 
den Konchoiden von einem Brennpunkte aus unsere Auf- 
merksamkeit schenken. Bekanntlich ist die Polargleichung 
des Kegelschnittes, auf einen Brennpunkt bezogen, 

(3) ^ = p/(l + ccosÖ), 
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also die Polargleichung der Konchoide 

die offensichtlich wesentlich verändert wird, wenn man 
durch 6 + 71 ersetzt (p = l^ja) . Wirklich enthält auch 
die kartesische Gleichung 

(4*) (a?2 + y2 ^elxY -{x^ + y^){!P+l- exf = 

das Zwischenstück l linear und ist nur vierten Grades. 
Die ganze Konchoide 8. Ordg. a^erfällt also hier in zwei 
Kurven 4. Ordg., die je einem Vorzeichen von l ent- 
sprechen (vgl. Fig. 57). Hiernach jgt schon klar, daß (4*) 
im Pole einen Doppelpunkt haben muß. Mittels des um 
den Pol mit dem Eadius l beschriebenen Kreises erkennt 
man ferner wie oben, daß dieser Doppelpunkt bei 
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Zugrundelegong einer Ellipse ein Knoten ist, wenn 
a + e >|Z|>a — e, wo e= Vö^^^ft^ ^ i ^^y^^^ negativ ist; 
entsprechend für Parabel und Hyperbel. 

Die Gleichung (4*) zeigt aber ohne weiteres, daß auch 
die zwei Punkte, wo der Kreis x^ + y^ — elx = von der 
Geraden p + Z — 6a?=»0 geschnitten wird, Doppelpunkte 
der Kurve sind. Diese haben demnach die Koordinaten 



(5) 



x = 



^, y = |y{p + Q(^^«-(i> + o) 



Hiernach läßt sich ihre Eealität leicht in allen Fällen 
diskutieren. Wir weisen nur auf die Fälle hin, wo sie 
koinzidieren. Dies tritt 
erstens ein, wenn 

oder 

ist; dann entsteht ein 
Berührungsknoten im 
Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes. Das Zusam- 
menfallen tritt zweitens 
ein, wenn Z = — p, d. h. 
dem absoluten Wert 
nach gleich der Ordi- 
nate des Brennpunktes 
wird; in diesem Falle 
koinzidieren alle drei Doppelpunkte zu einem »Inflexions- 
knoten« im Pole. 

Beisp. Der an vorletzter Stelle genannte Spezialfall tritt bei 
einer Aufgabe auf, die von JbbAbbk angeregt wurde ^). Es sei ein 
Elreis um gegeben und ein fester Punkt A {OÄ = e; Kreis- 
radius a ; s. Fig. 58). Man ziehe einen beliebigen Radius OB und 
AP ± AB (P auf OB), Sind dann q = OB und 0'= ^POA die 
Polarkoordinaten von P, so ist. (a — qY = BA + AB^ ; da aber 
Pl* = e" + c« — 2eecosö' und J5* = a* + e« — 2accosö', so 
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ergibt sich augenblicklich 



(6) 



cosö' — s 



^"^'l-«COSÖ'' 



**^ Die Identität mit der Brennpunktskonohoide zeigte 
M. DxwüLF, Mathesis 5, 1885, 110—115. 
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Diese Gleichung kann auch geschrieben werden 

Q = (ae cosö' — e')/a(l — e cosÖ') 

= (ae cosO'— a« + h'*)la(\ — s cosö') , 
was mit 

(6*) .- P . 



1 + c cosÖ 



identisch ist, wenn = n — 0^ genommen wird. Ist e> a, so 
tritt in (6'*') an Stelle des Minuszeichens ein Pluszeichen, und es 
entsteht überdies die Konchoide einer Hyperbel*®*). 

71. Die Brennpunktskonchoiden der Kegelschnitte 
gaben soeben wieder ein Beispiel, daß es Fälle gibt, wo 
die Konchoide, die im allgemeinen von der Ordnung 
2{2n — ß — oc) ist (Nr. 36), in zwei voneinander ver- 
schiedene Kurven (2n — ß — (x)^'' Ordnung zerfällt. Im 
allgemeinen entsteht die Polarkoordinatengleichung aus der 
kartesischen einfach dadurch, daß man a? = ^cosö, 
y = Qsin0 setzt und höchstens mit einer Potenz von q 
dividiert. Die so entstandene Gleichung in Polarkoordinaten 
wird nun gewiß dadurch nicht geändert, daß man 6 durch 
+ 7t und Q durch —q ersetzt; denn dabei ändern ent- 
weder alle Glieder ihre Vorzeichen oder keines. Ersetzt 
man nun in einer solchen Polarkoordinatengleichxmg q 
durch {q — l), bildet also die Konchoide durch Addition 
des Zwischenstückes l und substituiert nun (O + n) statt 
und —Q statt q, so ergibt sich wieder die ursprüngliche 
Gleichung, nur daß in ihr q durch {q + 1) ersetzt ist. 
Demnach vereinigen sich die durch Addition oder Sub- 
traktion des Zwischenstückes entstandenen Züge im all- 
gemeinen zu einer Kurve. 

Nun gibt es aber Fälle, wo die vorliegende Polar- 
koordinatengleichung nur ein Faktor der Gleichung ist, 
die aus f(x , y) = direkt entsteht. Dies ist vor allem 
immer dann der Fall, wenn g sich als eine rationale Funk- 
tion von a?, y darstellen läßt. Man kann nämlich die 
Gleichung f{x, y) = immer in die Form 

(7) Q^(p{oP, y)-yj{x, y) = 



80a) "Weitere Ausführungen zu dieser Nr. findet der Leser 
bei G. Teixbira, Traite des courbes speciales remarquahlta ^ T. I, 
Coi'mbre 1908, S. 312ff. 
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bringen, indem man nur etwa x^ durch g^ — y^ ersetzt, 
eventuell nach Multiplikation mit dem Faktor x . Hierbei 
kann nun der Fall eintreten, daß (p und rp Quadrate rationaler 
Funktionen (p^ und tp^ sind, so daß 

(8) /= {Q(pi + rpi) {Q(pi - v^i) = 

wird. Dann wird die Kurve sowohl durch g = —rpil(pi 
als auch durch q = +^1/9^1 dargestellt und beide Glei- 
chungen sind rational, bleiben aber nicht ungeändert, 
wenn man 6 durch d + ^j Q durch —q ersetzt, sondern 
gehen ineinander über. Man sieht daraus im Zusammen- 
hang mit dem oben Gesagten unmittelbar, daß die Kurven 
Q'==Wil(Pi + l und Q ^y^il(Pi — l voneinander verschieden 
sind. 

Kurven, für die es Punkte in der Ebene gibt, die 
als Anfangspunkt genommen, bewirken, daß q sich als ra- 
tionale Funktion von x und y darstellt, nannte G. Halphen 
»von der ersten Kategorie« ®i). Ihre Konchoiden, von 
diesem Punkte aus genommen, zerfallen. Uns schon be- 
kannte Beispiele sind der Kreis in bezug auf den Mittel- 
punkt, die Kegelschnitte in bezug auf die Brennpunkte, 
die Kappakurve in bezug auf den Berührungsknoten, die 
Strophoide in bezug auf den außerordentlichen Brenn- 
punkt. Insbesondere gehört jede Konchoide selbst in 
bezug auf ihren Pol zur ersten Kategorie. 

Zusatz. Die Polargleichung (12) des Cartesischen Ovals (S. 98) 
läßt sich schreiben {t^ — l){x^ + y^) + 2ax — 2qIt + l^ — a^ = 
und gibt demnach q als rationale Funktion von x , y , In der Tat 
ist (12) nur der eine Faktor der vollständigen Polargleichung; deren 
zweiter durch Änderung des Vorzeichens von l entstünde. Jedes 
Cartesische Oval ist also in bezug auf jeden der drei einfachen 
Brennpunkte der Symmetrieachse von der ersten Kategorie; die 
Pascalsche Schnecke demnach nicht bloß in bezug auf den Doppel- 
punkt, sondern auch in bezug auf den einzigen gewöhnlichen 
Brennpunkt, den sie noch besitzt. 

^^) Siehe den Äppend, au traiU de Qiom. anal, {courb. pL) p. 
Salmon-Chsmik, 2. Aufl. Paris 1903, S. 550. 



m. ABSCHNITT. 

WEITEBE KÜEVEN MIT EINFAOHEE 
EINEMATISOHEB EfiZEÜGÜNO. 

§ 16. Reguläre und schiefe Astroide. 

72« Es ist wohl nicht schwer einzusehen, daß im 
Grunde jede irgendwie definierte Kurve auch einer kine- 
matischen Erzeugung fähig sein muß. Wir wollen aber 
in diesem Abschnitt im Anschluß an das Vorhergegangene 
nur noch einige weitere Kurven betrachten, deren kine- 
matische Erzeugung besonders einfach ist. Die Bewegung 
der zwei Ebenen A und A^ gegeneinander war im vorigen 
Abschnitt dadurch gegeben, daß eine Gerade Q von A' 
durch einen festen Punkt von A gehen mußte, während 
ein Punkt P von A^ auf einer Kurve f von A zu gleiten 
hatte. Wir wollen nun eine Bewegung dadurch definieren, 
daß wir zwei Punkte P, Q von A' auf zwei Geraden Q , f 
von A gleiten lassen (Fig. 59), mit anderen Worten, daß 
eine Jconstante Strecke PQ = ]c gezwungen sei, mit ihren 
beiden JEndpunJcten auf zwei gegebenen Geraden zu gleiten. 
Wir werden uns die Fragen vorlegen: Welche Kurve be- 
schreibt ein beliebiger Punkt der Ebene A^; welche Ein- 
hüllende hat eine beliebige Gerade von J'! 

Ist der Schnittpunkt von G und T, PQ irgend 
eine Lage der gleitenden Strecke, so ergibt sich das 
Momentanzentrum M als Schnittpunkt der beiden Lote 
in P, Q auf G, r. Oif ist dabei durch Je und den 
Winkel co von G und f gegeben (a = fc/sinco) • Daher ist 
die feste Polbahn der mit OJf als Eadius um be- 
schriebene KJreis. Denkt man die Ebene A'{PQ) fest, da- 
gegen mit der Ebene A beweglich, so läuft M auf dem 
Kreise mit dem Durchmesser OM. Dieser ist also die be- 
wegliche Polbahn. Die Bewegung kann folglich dadurch 
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ersetzt werden, daß ein Kreis im Innern eines doppelt so 
großen Kreises abrollt. Wir haben also einen speziellen 
Fall einer zykloidischen Bewegung. Schneidet OP den 
festen Kreis in P^ , so ist, wie man leicht erkennt, 
arcJfPi = arcJfeTP bei beliebiger Lage von OP*^ daher be- 
schreibt bei dem Abrollen der beiden Kreise jeder Punkt (P) 
des beweglichen Kreises einen Durchmesser des festen ®2). 




Fif. 69. 



Es sei nun R ein beliebiger mit PQ fest verbundener 
Punkt, der natürlich auch auf PQ selbst liegen kann, so 
ziehe ntan durch R den Durchmesser YX des beweglichen 
Ejreises, dann laufen während der Bewegung die Punkte Y 

•■) Diese Tatsache war schon Na^ib Eddin (1201—1274) und 
CoPERinoüs (De revd, arbium coelest, Norimb. 1543) bekannt. 
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und X auf den zueinander senkrechten Geraden OY 
und OX. Nimmt man diese Geraden als Achsen, setzt 
YB = m , XE = n , -^OX,R = ^ , so sind die Koordinaten 
von E 



X = mcosi? , y = ni 

Daher beschreibt E eine Ellipse mit den beiden Halb- 
achsen m und n^^). Die Bewegung wird daher auch als 
»elliptische« bezeichnet. 

73. Wir lassen alle hieraus entspringenden Folgerungen, 
als der Kegelschnittslehre angehörend, beiseite und wenden 
uns sofort zur zweiten der oben aufgeworfenen Fragen 
nach der Einhüllenden der beliebigen Geraden PQ. Den 
Berührungspunkt B dieser Geraden mit ihrer Envelopx>e 
erhält man durch das Lot von M auf PQ. Die Ge- 
rade M^B ist demnach die Normale für alle Kurven, die 
durch Gerade erzeugt werden, welche zu PQ parallel sind, 
und diese sämtlichen Kurven sind »Parallelkurven«. Unter 
ihnen befindet sich eine ausgezeichnete, d. i. die, welche 
durch den zu PQ parallelen Durchmesser P'O^Q' des be- 
weglichen Kreises eingehüllt wird. Der zugehörige Be- 
rührungspunkt ist B\ Dieser liegt immer auf dem Kreis 
mit dem Durchmesser O'M , Läßt man diesen Kreis im 
Innern des beweglichen Kreises" rollen, so läuft Punkt B\' 
wenn man ihn als festen Punkt des kleinen Kreises be- 
trachtet, auf dem Durchmesser P'Q\ Eollt gleichzeitig 
der bewegliche Kreis im festen, so werden sich immer alle 
drei Kreise in M berühren und schließlich wird B^ nach Q\ 
bzw. Q'' gelangen. Die Enveloppe von P'Q' ist also 
identisch mit der Kurve, die von dem auf dem kleinen 
Kreise fest gedachten Punkt B' beschrieben wird, wenn 
dieser im Innern des festen rollt, dessen Durchmesser 
viermal so groß ist. Die von P'Q^ eingehüllte Kurven ist 
demnach wieder eine »zyklische Kurve« und zwar in 
diesem Falle eine »Hypozykloide« (s. Nr. 140). Sie hat 
offenbar in Q^' und in den um ^jt, tt, f jt von Q'^ ent- 
fernten Punkten des festen Kreises Spitzen und ist gegen 
die Durchmesser OP' bzw. OQ' symmetrisch. Man nennt 
sie »reguläre Astroide«. 

*^) Dieser schon im Altertum bekannte Satz wurde zuerst 
ausfCihrlich behandelt bei F. SohootbK; De organica conicarum sec- 
üonum in piano desoriptione, Lugd. 1646. 
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Die von PQ eingehüllte Kurve wird von dem Punkte B 
beschrieben, der von dem entsprechenden Punkt B^ immer 
dieselbe auf der Normale der regulären Astroide gemessene 
Entfernung BB' hat. Diese Parallelkurve zur regulären 
Astroide, die wir »schiefe Astroide« nennen, hat eben- 
, faUs vier Spitzen, aber die Geraden G und F sind hier 
lediglich Doppeltangenten. Die Berührungspunkte haben 
von die Entfernung Tc. 

74. In bezug auf die Parallelkurve der regulären 
Astroide kann man nun zweierlei Bemerkungen machen. 
Verschiebt man PQ parallel zu P'Q% so daß der Ab- 
stand BB' immer größer wird, so wird der INTeigungs- 
winkel der Geraden G und f immer kleiner, die gleitende 
Strecke PQ selbst immer küjzer. Wird BB^ gleich oder 
größer \P'Q' (=^OJlf), so fallen zunächst G und f zu- 
sammen und werden dann infolgedessen imaginär. Die 
Parallelkurve der regulären Astroide erhält so zunächst 
in einen Berührungsknoten und dann zwei getrennte 
Knoten. Aber sie kann dann nicht mehr reeU als »schiefe 
Astroide« erzeugt werden. G. Loria nannte sie infolge- 
dessen »Parastroide« ^*). Da wir aber die Normale der re- 
gulären Astroide in jedem Punkte konstruieren können, 
vermögen wir auch jede Parastroide punktweise zu zeichnen. 
Wir überlassen dies dem Leser und bemerken nur noch, 
daß sich für 5^'=fa (OJlf = a; vgl. Nr. 215) je zwei 
Spitzen und ein Knoten in einen sogenannten »Spitz- 
punkt« {Alg. K.j S. 135) vereinigen, während für noch 
größeren Abstand die Parastroide aus einem reinen Oval 
besteht. 

Eine zweite Bemerkung bezüglich der Parallelkurve 
der regulären Astroide ist die, daß die behandelte schiefe 
Astroide oder Parastroide nur die eine Hälfte dieser 
ParaUelkurve ist. Sie ist noch durch eine um 90^ ge- 
drehte kongruente Kurve zu ergänzen, die in Fig. 59 
strichpunktiert wurde. Wir haben hier ein Zerfallen der 
Parallelkurve, ähnlich wie wir dies bei den Konchoiden 
der Kurven erster Kategorie bemerken konnten. Es sei 
einstweilen nur darauf hingewiesen, daß auch die Parallel- 
kurven von Kreis und Gerade zerfallen. Der tiefere Grund 



^) Mathesis (2) 10, 1900; s. a. die folgende Note von J. Neubeb^. 
WiBUonrxB, Spezielle ebene Kurven. % 
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und die Bedingung für das Zerfallen wird sich unten er- 
geben (Nr. 77). 

75. Wir wollen nun zunächst die Gleichung der re- 
gulären Astroide aufstellen. Nehmen wir OQ- und OP' 
als Achsen {P'Q'= a) und setzen OQ'^ —Iju , 0P- = — 1/t? , 
wo u und V Plückersche Linienkoordinaten bedeuten, so 
ist immer 

(1) l/t*2 + 1/1,2 _ ^2 

oder 

(1*) u^ -^-v^ = a^u^v^ . 

Dies ist die Gleichung in Linienkoordinaten. Macht man die 
Gleichung homogen, so lautet sie {u^ + t?*) w* — a^u^v^ = 
oder u^{w^—a^v^)-\-v^w^=0' oder v^{w^—a^u^)+u^w^=0 
und zeigt dadurch {Alg. K. Nr. 22, Beisp. 2), daß sowohl 
die Geraden w==0, w ==0-, v = 0, t^ = 0, das sind die 
Achsen, als auch die Gerade w = , i? ^ , d. i. die un- 
endlich ferne Gerade Doppeltangenten sind. Die Berührungs- 
punkte sind durch die Klammerausdrücke gegeben; man 
erkennt die Punkte i^ = ±l/a, t? = +l/a und die ima- 
ginären Ejeispunkte u^ + v^ = . Daß die Berührungs- 
punkte Spitzen sind, ersieht man daraus, daß jeweils die 
Glieder fehlen, die in den in der Klammer stehenden 
Variabein dritten Grades wären; d. h. setzt man etwa in der 
zweiten Gleichungsform w = ±:av, so ergibt sich i^^^^q, 
also vier zusammenfallende Tangenten. 

Wie Gleichung (1*) zeigt, ist die reguläre Astroide 
vierter Klasse. Um die Ordnung zu bestimmen, stellen 
wir auch die Gleichung in Punktkoordinaten auf. Zur 
Erreichung dieses Zieles kann man entweder von (1*) aus 
zu Punktkoordinaten transformieren, oder nach dem in 
der Differentialrechnung üblichen Verfahren die Enveloppe 
von P^Q^ bestimmen. Wir benutzen aber hier am be- 
quemsten den Berührungspunkt B\ für dessen Koordinaten 
man sofort aus der Figur abliest {<OQ^P^=d)) 

(2) a? = a cos^ A , y = a sin^co . 

Aus dieser Parameterdarstellung ergibt sich die gesuchte 
Gleichung 

(3) a?* + y* = ai, 
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oder rationalisiert 

(3*) (a?2 + y^- «2)3 + 27 «20.2 y 2 = . 

Die reguläre Astroide ist also 6. Ordnung. 

76. Heißt man die konstante Entfernung BB\ in 
welcher zur regulären Astroide die Parallelkurve gezogen 
werden soll, c , so erhält man aus (2) sofort eine Parameter- 
darstellung der schiefen Astroide in der Form 

(4) X = a cos*c& + c Sinei , y =» a sin^cö + c cosco , 

woraus durch Elimination von c& die Gleichung in Punkt- 
koordinaten entsteht 

^ ^ l + [21axy -9c{x^ + y^) - ISa^c + Sc^J^ = . 

Also ist auch die schiefe und die Parastroide von der 
6. Ordnung. Gleichung (4*) ist aber nicht sehr bequem. 
Man sieht jedoch schon aus ihr, daß die Änderung des 
Vorzeichens von c eine andere Kurve ergibt. 

Größeres Interesse bietet die Gleichung in Linien- 
koordinaten. Ist allgemein f{u , t? , t(?) = die Gleichung 
einer Kurve, ux + vy-\-w = Q die der Tangente mit den 
Koordinaten w , t? , ii? , so ist die Gleichung eine r zu ih r im 
Abstände c parallelen Geraden ux-{-vy+w-\-c^u'^+v^=Q . 
Diese Gerade hat also die Koordinaten w , i? , w-\-c ^u^ + v^ 
und f{u , V j w + c ^u^ + v^) = ist infolgedessen die Glei- 
chung der Parallelkurve. Da die Quadratwurzel durch 
einmaliges Quadrieren beseitigt wird, hat im allgemeinen 
die Parallelkurve die doppelte Klassenzahl wie die Grund- 
kurve. Es gibt aber Fälle, wo die schließliche Gleichung 
in zwei zerlegt werden kann, die sich nur durch das 
Zeicheu von c unterscheiden. Ein solcher Fall liegt hier 
vor. Setzen wir u^ -{-v^ = o^, so ergibt sich aus (1*) die 
Linienkoordinatengleichung der Parallelkurve 

(5) ö^{w + coy = a^u^v^ . 

Zerlegen wir diese Gleichung in ihre beiden (irrationalen) 
Faktoren, so können wir nachher jeden Faktor für sich 
durch einmaliges Quadrieren rationalisieren. Es ergibt sich 

o{w + c a) = +a u v 
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oder schließlich 

(5*) (1*2 + v^)w^^[auv± c{u^ + 1?2)]2 

als Gleichung der beiden schiefen Astroiden, die zusammen 
die Parallelkurve der regulären Astroide bilden. 

77. Das eben behandelte Beispiel gibt uns einen 
Fingerzeig, wann das Zerfallen der Parallelkurve im all- 
gemeinen eintreten wird. Dies ist immer dann und nur 
dann der Fall, wenn die Linienkoordinatengleichung der 
Grundkurve in die Form 

o^^^{u , V, w) — W^{u , t? , «?) = 

gebracht werden kann, d. h. wenn o als rationale Funk- 
tion von u, V darstellbar ist. Setzt man hier statt w 
die Summe w + co , so hat man nach dem Taylorschen 
Lehrsatz 

Hier läßt sich in der Tat jeder einzelne Faktor rational 
machen durch einmaliges Quadrieren, und man erhält die 
Doppelgleichung 

a^[0 + 0^0''+ ...± c{W'+c^W'''+ . . .)] 

deren beide Komponenten sich nur durch das Vorzeichen 
von c unterscheiden. 

Die in Frage stehenden Kurven haben noch eine 
andere charakteristische Eigenschaft. Die Gleichung der 
Tangente einer Kurve f{x , y) = lautet im allgemeinen, 
wenn x nnd i/ laufende Koordinaten sind, 

SO daß 

dx dy 

ox " dy dx ^ dy 

Nun lassen sich aber bekanntlich, wie hier u, v durch 
a?, y, in derselben Weise x, y durch u, v rational aus- 
drücken. Die Bedingung, daß o = ^u^ + v^ eine rationale 
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Funktion von u, v sei, ergibt also, daß auch ifi^+fi^ 
eine rationale Funktion von u, v und damit auch von 
X , y ist. Damit sind dann auch die Größen cosr = dxids 

fijyW+fi^ ^^^ sinr = dy/ds ^f^^l^f^^+p rationale 

Funktionen der Koordinaten des Berührungspunktes. 
Solche Kurven wurden von E. Laguerre »Eichtungs- 
kurven« genannt, weil sie als Enveloppen von mit Eich- 
tung versehenen Geraden aufgefaßt werden können ®5). 

78. Schon die Gleichungsform der Eichtungskurven 
in Linienkoordinaten weist eine merkwürdige Ähnlichkeit 
mit der in N^r. 71 gegebenen der Kurven erster Kategorie 
auf. Man bemerkt auch gleich, daß, wie jede Konchoide 
erster Kategorie, so auch jede Parallelkurve Eichtungs- 
kurve ist. Aus einer Eichtungskurve {u^ + v^) 0^{u , v) 
— W^{UjV)=^0 entsteht eine Kurve erster Kategorie, 
wenn man nur u durch a?, v durch y ersetzt. Das ist 
aber nichts anderes als die Bildung der Eeziproken der 
Richtungskurve in bezug auf den (imaginären) Kreis um 
den Anfangspunkt x^ + y^ + 1 = . Will man die Rezi- 
proke in bezug auf einen Kreis vom Eadius r, so hat 
man nur mit w zu homogenisieren und es durch —r^ zu 
ersetzen. Da aber die Gleichungsform der Eichtungskurve 
von der Lage des Anfangspunktes nicht abhängt, können 
wir sagen: Die Beziproice einer BichtungsTcurve in hezug auf 
einen beliebigen Kreis ist eine Kurve erster Kategorie in 
bezug auf den KreismittelpunTct. Ebenso ist die Eeziproke 
einer Kurve erster Kategorie in bezug auf einen Kreis um 
den Pol eine Eichtungskurve. 

Es gibt aber außer dieser polaren Transformation eine 
ganze Anzahl anderer, die eine Eichtungskurve und eine 
Kurve erster Kategorie wieder in eine solche, oder beide 
Gattungen ineinander transformieren. Eine Transforma- 
tion der ersten Art ist die Transformation durch reziproke 
Eadien (zirkuläre Inversion). Setzt man 

_ r^g _ r^t] 

^ ~ fM^ ' ^ " ~P + ri 



2 ' y^ t2 . ' 2 ' {q'q-^^) 



«) Siehe Bull. Soc. math. France 8, 1880; C. R. Ac. Paris 104, 
1882, p. 778; Nouv. Ann. math. (2) 2, 1883, alle vereinigt im Bd. II 
der Oeuvres, Paris, Gauthier -Villars, 1905, S. 592 ff.; ferner einen 
Aufsatz von P. Appell in Nouv. Ann. math. (3) 15, 1896. 
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SO geht x^ + y^ über in r^l(P + fj^). Ist also ^ = 9i(a?, y) 
eine Kurve erster Kategorie, so ist die Transformierte 
^ = gfi'(f , tj) wieder eine solche. Ferner ist 

oder ds ^ -^ äs' , woraus folgt, daß auch eine Eichtungs- 

Cr 

kurve wieder in eine solche übergeht. 

79. Mit Hilfe dieser Sätze können wir eine Eeihe von 
Tatsachen, die uns schon begegneten, miteinander ver- 
knüpfen. Die einfachsten Eichtungskurven sind Gterade 
und Kreis. Sie reproduzieren sich durch Inversion. Die 
Polarreziproke eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit dem 
des Grundkreises zusammenfällt, ist wieder ein Kreis, da- 
her zerfällt auch die Konchoide eines Kreises in bezug auf 
den Mittelpunkt. Die Konchoide einer Pascalschen Schnecke 
in bezug auf den Doppelpunkt zerfällt; die Inverse in bezug 
auf einen Kreis um denselben Punkt ist ein Kegelschnitt 
mit diesem Punkt als Brennpunkt; daher müssen auch die 
Konchoiden der Kegelschnitte in bezug auf die Brenn- 
punkte zerfallen. Die Kappakurve, deren Konchoide zer- 
fällt, reproduziert sich durch Inversion. 

Wir haben ferner schon in Nr. 5 bemerkt, daß man 
eine Fußpunktskurve einer gegebenen Kurve erhält, indem 
man zur polarreziproken die inverse Kurve nimmt. Daher 
ist jede FußpunTctslcurve einer BicMungskurve von der ersten 
Kategorie bezüglich des Poles; jede JFußpunktskurve in bezug 
auf den Pol einer Kurve erster Kategorie ist umgekehrt 
eine Eichtungskurve. Natürlich gilt dies auch rückwärts, 
d. h. für negative Fußpunktskurven. Bildet man also die 
Eeihe der Fußpunktskurven einer Eichtungskurve in bezug 
auf denselben Punkt, so ist die erste positive und die erste 
negative eine Kurve erster Kategorie, die zweite positive 
und negative wieder eine Eichtungskurve usw. Zum Bei- 
spiel ist der Kreis eine Eichtungskurve; seine erigte posi- 
tive Fußpunktskurve, die Pascalsche Schnecke und seine 
erste negative Fußpunktskurve, ein Mittelpunktskegelschnitt 
sind Kurven erster Kategorie in bezug auf den Doppel- 
punkt bzw. Brennpunkt. Die Gerade ist eine Eichtungs- 
kurve, ihre negative Fußpunktskurve, die Parabel, ist 
erster Kategorie in bezug auf den Brennpunkt. Die 
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zweite negative Fußpunktskurve, die erste der Parabel, 
ist eine Tschirnhausensche Kubik; wir haben also den 
neuen Satz, daß die Parallelkurve der Tschirnhausenschen 
Kubik zerfällt, d2b sie Eichtungskurve sein muß^^). Auf 
die an die reguläre Astroide anschließenden Kurven kom- 
men wir ohnehin gleich zu sprechen. 

80. Sowohl die Fläche als die Bogenlänge der schiefen 
und der regulären Astroide sind durch elementare Funk- 
tionen ausdrückbar. Wir erhalten aus (4) für die Fläche 
das Integral 

f=il{oody — ydx) 

= i/Kf a^ — c^) + acmi2(b — ^a^ cos4 (h] d(b . 

Dieses ist zwischen den Grenzen und 2^^ zu nehmen. 
Daher ergibt sich 

(6) /=(|a^-c2)^, 

für die reguläre Astroide demnach ^a^n. Des weiteren 
hat man 

ds^ ^ dx^+dy^ ={9 a^ &in^<h co»^d)—Qa c Bind) cos(b+c^) dd)^ , 

also ist ds^ wirklich ein reines Quadrat (hier einer Funk- 
tion des Parameters). Es ist nämlich 

(7) ds = +(3 a sinco cosco — c)dco . 

Hieraus ergibt sich die Länge eines zwischen zwei Spitzen 
enthaltenen Bogens durch Integration von coq bis c& als 

» = +{-| a cos2 c& - c CO + fc}^^ . 

Insbesondere erhalt man für die Gesamtlänge der regulären 
Astroide 6a. 

Auch der Krümmungsradius Ä läßt sich sehr einfach 
durch d) ausdrücken. Man bekommt dxd^y — dyd^x 
= — (3 a sinc& cos(& — cY ; also Ä = ds^^dx d^y — - dy d^x) 
= c — dasind) cosc& [= da/dd)]. Die Bogen rechnet man 
gerne von einem »Scheitel« aus, d. h. einem Punkte, wo 
Ä einen extremen Wert besitzt, z. B. hier für d) = ^7i. 

2 Die Aufstellung der Linienkoordinatengleichung (nach 
Nr. 123, Zusatz) und dann der Parallelkurve (4. Klasse) 
überlassen wir dem Leser. 
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Dann ist die Integrationskonstante Je = ^c 71 zu nehmen 
und wir haben das System 

(8) ^ = c — f asin2c& , « = — f acos2c5 — cc& + ^c^r 

als Parameterdarstellung der schiefen Astroide in natür- 
lichen Koordinaten. Für die reguläre Astroide (c = 0) 
läßt sich CO leicht eliminieren und wir erhalten deren 
natürliche Gleichung in der an die gewöhnliche Ellipsen- 
gleichung erinnernden Form 

(9) 1^2 + ^2 _ (1^)2. 

81. Die Betrachtung der ersten Gleichung (8) wird 
den Leser vor dem bei kleinem c naheliegenden Irrtum 
bewahren, daß die Spitzen der Grundkurve und der Parallel- 
kurve sich entspredien. Da in den Spitzen Ä = ist, 
erhält man für diese sin2c5 = 2c/3a und dann aus (4) 
die Koordinaten der Spitzen. Am leichtesten wird der 
Sachverhalt ersichtlich, wenn man nach dem Ort der 
Spitzen bei veränderlichem c fragt. Nun ergibt sich aber 
aus der ersten Gleichung von (8), daß der Krümmungs- 
mittelpunkt für alle entsprechenden Punkte J8, B% ... 
des Systems der Parallelkurven der nämliche ist, da die 
Krümmungsradien der Parallelkurven sich nur um die 
Länge c von dem der Grundkurve unterscheiden. D. h. 
zu allen Parallelkurven gehört dieselbe Evolute, nämlich 
die Evolute der Grundkurve. Diese selbst und die Parallel- 
kurven sind das System aller Evolventen der Evolute, 
d. h. der Bahnen aller Punkte einer Geraden, die auf der 
Evolute abrollt. Der Krümmungsradius ist immer gleich 
dem Abschnitt der Geraden zwischen dem beschreibenden 
Punkt und dem Berührungspunkt. Fällt nun der Be- 
rührungspunkt auf die Grundkurve (Evolute), dann ist der 
Krümmungsradius der Bahnkurve (Evolvente) in diesem 
Punkte Null, der Punkt also eine Spitze der Evolvente, 
deren Tangente zur Evolute senkrecht steht. 

Nennen wir also 8^ den Bogen der Evolute, gezählt 
von dem Punkte, wo die Evolvente mit einer Spitze an- 
setzt, so ist «1 = ^ . Nennt man ferner t den Winkel, 
den die Tangente der Evolvente mit einer festen Eichtung 
macht (»Tangentenwinkel«), t^ den entsprechenden für die 
Evolute, so hat man die beiden Gleichungen 



(11) 


^Äi = 3 a C082 <b , 


oder 




(11*) 


i «? + (»! 
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aus denen sich wegen dt = dti ergibt % da = ^ds^ = ÄdÄ . 
Um also ans den natürlichen Bestimmungsstücken Ä, s 
einer Kurve dieselben Stücke Äj, Sj der Evolute zu be- 
rechnen, hat man die Gleichungen 

(10) «1 = ^ , ^1 = ^d^lds . 

Wendet man diese auf das System (8) an, so ergibt sich 
für die Evolute unserer Astroiden 

»1 = c — f asin2c& 

c)2 = (fa)2. 

Hierbei ist nun »j immer von der Spitze der betreffenden 
Parallelkurve aus gerechnet. Eechnen wir Sj^von einem 
Scheitel der regulären Astroide aus, so lautet die Gleichung 

(llt) i^f + «? = (!«)« [=(f«i)*]. 

Die Evolute ist demnach selbst eine reguläre Astroide von 
den doppelten Dimensionen. Dasselbe Eesultat hätte man 
direkt durch Differenzieren von (9) erhalten können. 

Daß dieses Eesultat allgemeinere Bedeutung hat, wird 
später erhellen. Wir wollten nur an einem Beispiele den 
!N"utzen der natürlichen Koordinaten vor Augen führen. 

Aber auch die Parallelkurven sind in sehr einfacher Weise 
mittels natürlicher Koordinaten aufzustellen. Sind ^, s 
die Koordinaten der Grundkurve, Ä^ , s^ die der Parallel- 
kurve, T = Ti der Tangentialwinkel, so hat man die leicht 
verständlichen Gleichungen ^1 = ^+^? dsi = ^^dx ^ ^dx 
+ cdx oder 

(12) «i=« + c, Si=^s + cx + Tc. 

Man sieht, wie man mittels dieser Gleichungen (12) aus 
der Darstellung der regulären Astroide die der schiefen 
erhält. In (8) ist nämlich (h mit x zu identifizieren; die 
Bogen sind in umgekehrter Eichtung gezählt. 

82. Wir wollen nun noch einige Kurven ableiten, die in 
direktem Zusammenhange mit der regulären Astroide stehen, 
zunächst ihre Eeziproke in bezug auf einen Kreis um den 
Anfangspunkt. Setzen wir u = x , v = y , w = — r^ {c — 0) 
in (5*), so erhalten wir 

(13) {x^ + y^)r^ = a^x^yK 
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Das ist aber nichts anderes als die gleichseitige Blreuz- 
kurve (Nr. 15). Aus Nr. 78 wissen wir nun, daß die Kon- 
choide dieser gleichseitigen Kreuzkurve in bezug auf ihren 
Mittelpunkt in zwei Kurven (6. Ordg.) zerfallen muß. In 
der Tat erhält man aus der Polargleichung 

Q = r^ja sinö cosö + l 
die kartesische 

(14) x^y^x^ + y^) = [r^{x^ + y^) + alxy]\ 

\ 




Fig. 60. 

in welcher l auch im ersten Grade vorkommt. Die aus- 
gezogene Linie der Fig. 60 gibt ein Bild dieser Kurve für 
negatives 7, mit reellem vierfachen Punkte im Anfangs- 
punkte (zwei doppeltzählende Tangenten). Für positiv^es l 
erscheint dieselbe Kurve um ^Jt gedreht (die strich- 
punktierte Linie der Fig. 60), so daß die vierfache Sym- 
metrie hergestellt wird. Die Bedingung für die Eealität 
des vierfachen Punktes ist Z > 2 r^Ja ; dies stimmt mit 
der Bedingung dafür überein, daß der Kreis um den An- 
fangspunkt mit l als Eadius die Kreuzkurve schneidet. 
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Die Fußpunktskurve der gleichseitigen Kreuzkurve, 
deren Gleichung wir früher aufstellten (Fig. 11), muß nach 
dem obigen wieder eine Eichtungskurve sein. In der Tat 
zeigt der Augenschein, daß ihre Parallelkurve zerfallen 
muß, da sie wie die Astroide 4 Spitzen hat. 

Nimmt man die Inverse unserer Kreuzkurve in bezug 
auf denselben Kreis vom Eadius r , der schon zur Bildung 
der Kreuzkurve als der Polarreziproken der Astroide diente, 
so ergibt sich die schon als regelmäßiges Vierblatt bezeichnete 
Kurve 

(15) ^ = asinöcosö 

oder in Punktkoordinaten 

(16) {x^ + y^)^ = a^x^y^ . 

Diese Kurve muß als Inverse der Polarreziproken die Fuß- 
punktskurve der Astroide in bezug auf den Mittelpunkt 
sein. Man erhält wirklich die Gleichung (16) auf dem schon 
in Nr. 15 angewendeten Wege. Das Vierblatt (Quadri- 
folium) ist erster Kategorie in bezug auf den Mittelpunkt. 
Wir s*ehen in der Tat, daß die Kurve q = asinöcosö + l 
für den Wert l =+^a je eine Doppeleilinie vorstellt (Nr. 46). 
Denn die beiden Gleichungen werden q = ^asm^{\n + 6) 
und Q = —^asm^{^7i — 0) . Die ganze Konchoide besteht 
also aus zwei Kurven 6. Ordg., die für l = ^a zu zwei 
kongruenten Doppeleilinien werden. 

83. Statt für das Vierblatt einzeln das Flächenintegral 
aufzustellen, wollen wir dies gleich für die ganze Familie der 
»Eosenkurven« (Ehodoneen) tun, zu denen es gehört. 
Diese haben die allgemeine Gleichung in Polarkoordinaten 

(17) Q = m8m/jL0 

oder auch, wenn man = 7r/2 jli — co setzt, 
(17*) Q == m cos /i CO . 

Ist fi hier eine Irrationalzahl, so geht die Kurve unend- 
lich oft durch den Pol; ist aber jli eine rationale Zahl, so 
ist die Kurve algebraisch und besteht aus einer Anzahl 
von Blättern, die für /x gleich einer ganzen Zahl nicht über- 
einandergreifen. Im letzteren Falle ist die Anzahl der 
Blätter 2/^ für gerades /i, nurju, wenn jll ungerade ist. 
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Ein solches Blatt beginnt für (17) bei ö = und endigt 
bei 6 = nlfi . Das Maximum des Eadiusvektors liegt bei 
= 71 j2 fi. Da ^ für öo = 7ij2 fi — (x und 0^ = 7ij2 jll + oc 
denselben Wert mcos/^a annimmt, ist das Blatt gegen 
den Maximalradius symmetrisch. Setzt man in (17) statt 
den Wert O + nnjfi^ so erhält man wieder die ursprüng- 
liche Gleichung, eventuell mit einem Minuszeichen auf der 
rechten Seite. Daher sind alle Blätter kongruent. 

Der Flächeninhalt eines solchen Blattes ist nun 

nlfA 

(18) / = i m^j^n^fiede = —- , 



d. i. der fjL^ Teil des Kreisquadranten vom Eadius m . 
Diesen Satz stellte schon Guido Grandi auf, der die Eosen- 
kurven zuerst einer näheren Betrachtung unterzog®^. Ein 
Blatt des Vierblattes ist demnach gerade der Hälfte eines 
Kreisquadranten gleich. 

Zusatz. Der Leser möge den zweiten von Gbandi aufgestellten 
Satz selbst beweisen: Beschreibt man mit dem zu dem Winkel jr/4 ^ 
gehörigen Radiusvektor einen Kreisbogen, so schneidet dieifer von 
dem Blatt der Kurve ein Möndchen (Zweieck) ab, das die elementar 
quadrierbare Fläche m^/i/i hat. 

84. Daß die Eosenkurven ebenfalls zyklische Kurven 
sind, werden wir später sehen. Wir geben daher auch jetzt 
keine allgemeine Erzeugung an. Erwähnt sei nur noch, daß, 
wie zum Vierblatt die Kreuzkurve, so zu jeder Eosenkurve 
als Inverse eine andere Kurve gehört von der Gleichungsform 

(19) Q = m/sin /i 6 . 

Diese Kurvengattung nannte A. Aübry »Ährenkurven« 
(^pis)®®). Zu ihnen gehört außer der KreuÄkurve für /a = 2 
von Kurven mit eigenem l^amen die Tiisektrix von de Long- 
CHAMPS f ür /i = 3 (s. Nr. 30). Die zugehörige Eosenkurve 
mit der Gleichung ^ = msin3 ö, das sogenannte »reguläre 
Dreiblatt« oder »Kleeblatt« wird uns bald begegnen (INTr. 105). 
Ferner ist eine Ährenkurve die Trisektrix des Maclaukin für 



®^ Zuerst in Briefen an Lbibniz (1713), dann in dem Werk- 
chen „Flores geometHci ex rhodonearum et claeliarum descriptume 
resultantes", Florenz 1728. 

»*) Joum. math. spöc. (4) 4, 1895, S. 201. 
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yit = ^ (s. N"!. 28). Die Eosenkurve ^ = m sin^ ö , die ihr 
invers entspricht, ist eine Qnartik vom Aussehen einer 
Pascalschen Schnecke, aber mit Doppelpunkten in den 
Kreispunkten statt der Spitzen. Für /i = 1 ergibt sich Ge- 
rade bzw. Kreis als Ähren- und Eosenkurve. 

Eine Verallgemeinerung des Vierblattes ist diejenige 
Pußpunktskurve der regulären Astroide, deren Pol auf der 
Halbierungslinie des Winkels zweier Spitzentangenten liegt. 
Sie heißt wegen ihrer Gestalt »Skarabäe« oder »Käferkurve«, 
hat aber sonst keine große Bedeutung. Natürlich zerfällt 
auch die Konchoide d6r Skarabäe, da diese eine Kurve 
erster Kategorie sein muß. 

§ 17. Projektive Astroiden. 

85. Wenn wir die reguläre Astroide irgend einer Pro- 
jektion unterwerfen, so erhalten wir immer eine Kurve 
4. Klasse mit drei Spitzendoppeltangenten, die wir kon- 
sequenterweise »projektive Astroide« nennen. Wir werden 
demnach, um diese Kurven allgemein zu erzeugen, nur 
den § 4, der von den Quartiken mit drei Inflexionsknoten 
handelt, ins Dualistische umwerten müssen. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von einem auf ein Polar-* 
dreieck bezogenen Kegelschnitte 

+ «2 ^2 + 0^3 a?l =0 

+ 0C2^ ul + (x^^ ul = 

aus und bestimmen zu irgend einem Punkte P(fi , fg j fs) 
von K die Polare in bezug auf das als Kubik betrachtete 
Fundamentaldreieck 

(2) A ^ a?ia?2^3 = . 
Diese hat die Gleichung 

(3) T = a^i fr' + a?2 ^2"' + ^3 ^3-' = . 

Durchläuft P den Kegelschnitt K , so hüllt T eine Kurve 
ein, deren Gleichung in Linienkoordinaten man erhält, 
indem man aus den Gleichungen dw< = fr' > ^o ^» die 
Koordinaten von T sind, und der Kegelschnittgleichung 

3 

y*Ai f ? =" die Si und d ehminiert. So ergibt sich 

(4) A = ^1%-^ -f Ä2 %"^ + ^9 %"^ = 



l «1 «1 



126 IIL Abschnitt. Kurven mit kinematisoher Erzeugung. S5»86. 

oder 

(4*) A = «1 wii^l + 0^2 ulul + (x^ulvl = 

als Gleichung der Kurve. Um (4) zu Punktkoordinaten 
zu transformieren, bilde man die Koordinaten des jeweiligen 
Berührungspunktes Q '&Xi = —2(KiUf^ = i>'a<fj und setze 
die Werte von f^ wieder in (1) ein. So kommt 

(5) A = (x\x\ + (x\x\ + (x\x\ = , 
oder in rationaler Form 

(5*) A = ((x^x\ + «2 a?! + «8 ^f — 27 a^ai (x^a^o^xi = . 

Aus (4*) oder (5*) erkennt man die drei Pundamental- 
seiten als Spitzendoppeltangenten; die Spitzen liegen in 
den Punkten, wo die Fundamentalseiten von K geschnitten 
werden. 

86. Wir wollen hier aber auch die Doppelpunkte be- 
stimmen. Für diese müssen die drei Differentialquotienten 
öfKJdxi verschwinden. Das gibt die Gleichungen 

(aja?? + «2 ^1 + Äg iri)^ — 9 «2 «8 ^^3 = , 

(6) < {(K^x\ + 0^2 a?l + «8 ^)* — 9 «8 ^1 ^^ = , 

, (^1 ^1 + «2 ^ + ^3 ^)^ — 9 «1 0^2 a?? a?2 = , 
die offenbar durch das Wertesystem 

(7) (K^a^ = (x^a^ = (x^x\ 

erfüllt werden. Demnach gibt es vier Doppelpunkte mit 
den Koordinaten 

(7*) a?i : a?2 : a?8 = ^i~* •±^2""* : +a^* . 

^NTach den Plückerschen Formeln ergibt sich hiernach aus 
der Ordnung 6 dieser Kurven wirklich die Klassenzahl 4 
(6.5-6.3-4.2 = 4). 

Zusatz. Ist das Polardreieck A^ A^ A^ , so erhält man die Polare 
von P, indem man, wie in Fußnote *•) angedeutet, P-4i, PA^, FA^ 
zieht, an jeder Ecke den vierten harmonischen Strahl bestimmt imd 
diesen mit der Gegenseite in ^j , J^^ , ^3 zum Schnitte bringt. 
Diese drei Punkte liegen dann auf T. Die drei Geraden AiEi haben 
nun die Gleichungen ccj ^f ^ + ccg ^i"^ = 0, x^ ^^^ + a?j^8~* = 0, ar, f,"* 
4. ccj^f ^= 0. Sie bilden selbst ein AB^B^B^j dessen Ecken die 
Koordinaten haben — ^j , fa^ ^a» ^1 > — ^2> ht ^i> ^2? — fs ^^^ 



86. 



§ 17. Projektive Astroiden. 
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also mit P auf K liegen. A^, A^, A^ sind dann die Diagonal- 
punkte des durch P; B^, B^f P, bestimmten vollständigen Yierseits. 
Legt man nun in Pj , P, , Pg die Tangenten an K mit den Gleichungen 

so entsteht ein neues Dreieck C^C^C^, dessen Ecken die Koordi- 
naten haben 

0, K^«)-S («8^8)-^; («i^i)-S 0, K^8)-*; K^i)-S K^2)-S o. 




Flg. 61. 



Dann haben die Verbindungslinien Pj C^ , B^C^, Pg Q bzw. die 
Gleichungen 

«2 ^2^ K' + X, ^,-^) - «3 ^Ux, ^f' + m, ^f ^) = , 
«8 fz{x^ ^2""' + x^ ^3-^) - «, f^{x, ^f ^ + x^ ^f^) = , 
«1 fM f»-' + X, ^f ^) - «, ^^(x, ^,-^ + a-3 ^3-0 = . 

Bekanntlich laufen diese drei Geraden durch einen Punkt Q . Man 
findet fOr ihn die Koordinaten «il?, «2^, «8^- Demnach ist 
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dieser Punkt mit dem Berührungspunkte von T identisch. Daher 
kann man die oben gegebene Erzeugung so aussprechen^: 

Ist B^B^B^ auf einem Kegelschnitt K, den ein veränderliches 
Projelctionszentrum P durchläuft, die jedesmalige Projektion eines festen 
Polardreiecks A^Ä^Ä^, und C^ C^ Cg das Dreieck der in B^, B^, J5, an K 
gelegten Tangenten, so umhüllt die Perspektivitätsachse T der Drei- 
ecke A^Ä^A^ und B^B^B^ eine projektive Astroide, während der je» 
weilige Berührungspunkt Q auf T durch das Perspektivitätszentrum 
der Dreiecke C^C^C^ und B^B^B^ gegeben ist. 

87. Bezüglich der durch Gleichung (5) dargestellten 
Kurvenformen müssen wir, wie früher, unterscheiden, ob 
alle drei Fundamentalseiten reell sind, oder nur eine. Ist 
das erstere der Fall, so ist der Kegelschnitt K nur reell, 
wenn eines der ä< negativ ist. Es sind dann 4 von den 
6 Spitzen, aber kein Doppelpunkt reell. Setzen wir nun 
etwa a?i = a? , X2 = y , x^ = z, wobei die x- und ^-AcÜse 
schief zueinander sein mögen, 2? == die unendlich ferne 
Gerade bedeutet, so ist der Kegelschnitt K auf konjugierte 
Durchmesser bezogen. Das Polardreieck besteht aus den 
beiden Achsen und der unendlich fernen Geraden, und die 
Konstruktion läuft darauf hinaois, daß zwischen zwei Ge- 
raden (den Achsen) zu jedem Durchmesser des Kegel- 
schnittes eine parallele Strecke gleich der halben Länge 
des Durchmessers gezogen wird. Wir überlassen diese Fest- 
stellung dem Leser. Macht man die Länge gleich dem 
ganzen Durchmesser, wie dies A. Ameseder tat, der diese 
Erzeugung zuerst angab ^^), so erhält die Kurve doppelte 
Dimensionen. Die Gleichung dieser Kurven ergibt sich 
aus (24), wenn a, b die Halbachsen des zugrunde liegenden 
Kegelschnittes sind, als 

(8) {xla)i + {ylb)i = 1 , 

ganz gleichgültig, welchen Winkel die gegebenen Achsen 
einschließen. Geht man von einer Hyperbel aus, so ist 
nur &2 negativ zu nehmen. 

Sind die Achsen rechtwinklig, so stellt, wie wir wohl 
als bekannt voraussetzen dürfen, (27) die Gleichung der 
Evolute eines mit dem Grundkegelschnitte ähnlichen, aber 



«») G. KoBBE in Z. math. Unterr. 38, 1907, 278. 
««) Archiv Math. Phys. 64, 1879, 177—181. 
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um 90^ gedrehten Kegelschnittes dar^^). Die Halbachsen 
des zu (8) als Evolvente gehörigen Kegelschnittes sind 
nämlich 

so daß a'IV = hja ist. Die besonderen Eigenschaften dieser 
Evoluten kann sich der Leser aus unserer allgemeinen Ent- 
wicklung entnehmen. Wir möchten nur darauf hinweisen, 
daß bei der Hyperbelevolute die Spitzen auf der y-Achse 
imaginär, dafür aber die unendlich fernen reell sind, so zwar, 
daß sich die Züge des ersten und dritten, sowie des zweiten 
und vierten Quadranten zu je einer Spitze mit der unend- 
lich fernen Geraden als Tangente vereinigen. 

!Nimmt man als Qrundkegelschnitt einen Kreis, so 
kommt man durch Anwendung der projektiven Konstruk- 
tion auf die reguläre Astroide und deren gewöhnliche 
metrische Erzeugung zurück. 

Bern. Zu derselben Kegelschnittevolute gehören auch alle Par- 
allelkurven des Kegelschnittes als Evolventen. Da der Kegelschnitt 
keine Bichtungskurve ist, gehören die Zweige mit positiv und 
negativ gleichem Abstand ein und derselben Kurve an. Ihre 
Gleichimg in Linienkoordinaten ist nach Nr. 76 leicht aufzustellen. 
Fig. 8. Älg, K. S. 288. 

88. Da die Evolute der Ellipse aus der regulären 
Astroide durch die (affine) Transformation Ve^Va' ^/« 
hervorgeht, ist die t'läche der Kurve 

(9) /jj = --/li = --fa^^ = fa&^. 

Bei schiefen Achsen ist dieser Wert noch mit dem Sinus 
des Achsenwinkels zu multiplizieren. 

Auch das Bogenelement der Kegelschnittevoluten ist 
durch elementare Funktionen darstellbar. Aus (8) ergibt sich 



•*) Vgl. die Note des Verfassers: Die Evoluten der Kegelschnitte, 
Z. math. ünterr. 37, 1906, 249—252. Zeichnungen dieser Evoluten 
z. B. bei W. Fe. Meter, Diff.-E., S. 175, Sbbbet-Soheffbbs, Bd. I., 
S. 881. 

WiBi.iiTirEB; SpesieUe ebene Kurven. ^ 
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*" (sr=>+mf)*=>+(i)*^-(ir. 

Hieraus erhält man 

(10) 8{a^ - 52) = {[fe2 + (a2 - 62) ^2]i _ ^sj^ . 

Nimmt man hier ^ = a , so ergibt sich für einen Quadranten 
die Länge (a^ — 6^)/(a2 — 6«) ^ woraus für den Quadranten 
der regulären Astroide wieder f a folgt. 

Zusatz. 1. Die Evolute .der Ellipse kann als Enveloppe eines 
Systems von Ellipsen x^jm* + y^jn^ = 1 betrachtet werden, wenn 
die Halbachsen m, n der Bedingung genügen qf ^ mja + n/6 — 1=0. 
Setzt man x = mcosu, y = nsinu, so hat man nach dem Ozu- 
berschen Verfahren ^^ die Funktionaldeterminante zu bilden 

|g^=0. Diesergibt 

— msintt wcosu 
cosu 1/a 

sint« 1/6 

Also kann man setzen sin^u = ^ • n/6 , cos'u = t9 • m/a , ^ = m/a 
4- n/6 = 1 . Hieraus folgt x = fn*/a* , y = n^jh^ oder m = o^c^ ^ 
n=:^y^h^ . Setzt man diese Werte in die Bedingungsgleichung, 
so erhält man in der Tat (cc/aj* + (y/6)* = 1 . Die reguläre Astroide 
ist demnach die Einhüllende eines Systems von konzentrischen, 
koaxialen Ellipsen bei konstanter Summe a der Halbachsen*'). 
Der ganze Satz ist aber in einem viel allgemeineren über sym- 
metrische Dreieckskurven enthalten (Nr. 256, Zus.). 

2. Es ist nicht schwer zu beweisen, daß die Diakaustik einer 
Geraden die Evolute einer Ellipse ist, die den leuchtenden Punkt 
und dessen Spiegelpunkt zu Brennpunkten hat (Salhok Fibdlbb, 
Höh. K, S. 126/7). 

89. Wir haben noch ein Wort zu sagen über den 
Fall, daß zwei der Seiten des Fundamentaldreiecks in 
Gleichung (24*) konjugiert imaginär sind. Sei etwa 

^i^Xi+iX2j a?2 = JTi — f JTa, a?8=jr3, 

»«) Arch. Math. Phys. (3) 2, 1902, 113—122; Älg, K. S. 49—52. 
*^ Dbsöbangbs, Nouv. Ann. Math. (1) 20, 1861, 351. 



— sin* u =- cos^u := . 

a 
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dann muß, wenn die Kurve reell sein soll, ^i = ^2 = ä 
(ötg = ß) sein und es lautet ihre Gleichung 

(11) B = [2oc{xl - xl) + ßxlf - 21(x^ß{xl + xlfxl = 0. 

In diesem Falle sind nur zwei Spitzen reeU (auf x^ = 0), 
aber auch zwei Doppelpunkte (auf jpg = , wenn ä > , 
^ > ; auf jTj = , wenn ä > , )8 < 0) , wie man aus 
(7*) ersieht. 

Um eine typische Form zu erhalten, setzen wir etwa 
Xi = 1 , jr2 = y , x^ = X für rechtwinklige Koordinaten, 
ß = 2(x . Dann bekommen wir aus (11) die Kurve 

(12) C = 4(a?2 - y2 + ijs _ 27(1 + y^)^x^ = . 

Diese Kurve C hat auf der y-Achse zwei Spitzen mit der 
Achse als Tangente und den Ordinaten y =±1 ; auf der 
d7-Achse zwei Doppelpunkte mit 
den Abszissen 07 = + /^ und zwei 
einfache imaginäre Schnittpunkte 
(x =>+2i)j außerdem auf der un- 
endlich fernen Geraden zwei imagi- 
näre Doppelpunkte {y=+ixY2) 
und noch zwei reeUe Punkte mit 
den Asymptoten y == +ix. Die 
beiden übrigen Spitzenpaare hegen 
auf den Geraden y ==^ +i und 

sind natürlich imaginär. Die Kurve B ist eine reelle Pro- 
jektion der durch ilg. 62 wiedergegebenen Kurve C . Be- 
sonders benannte Kurven gehören nicht zu dieser Gattung, 
die überhaupt noch nicht näher untersucht erscheint. 




Flg. 62. 



§ 18. Die Kardiolde und mit ihr zusammenhängende Kurven 
(Sinusspiralen). 

90. !N'ach dem Exkurs auf die zur regulären Astroide 
projektiven Kurven wollen wir die TJmkehrung der ellip- 
tischen Bewegung betrachten. Wir geben dann in der 
festen Ebene A zwei Punkte P , Q und lassen durch diese 
zwei feste Gerade G und f von A^ schleifen. Ist deren 
Schnittpunkt , ihr Ifeigungswinkel co (vgl. Fig. 63), so 
ist der Kreis POQ (Mittelpunkt 0") fest und zugleich der 



132 HL Abschnitt. Kurven mit kinematischer Erzeugung. 90. 

Ort des Momentanzentrums M , des Oegenpunktes von O , 
in der festen Ebene. Wie bei der Astroide findet man 
sodann als bewegliche Polbahn den Kxeis um mit OM 
als Badius, so daß also die Bewegung ersetzt werden kann 
durch das Abrollen eines Kreises mit der Innenseite auf 




Flg. 63. 



einem Kreise vom halben Badius. Es sind das die Pol- 
bahnen, die wir bei Erzeugung der Pascalschen Schnecken 
fanden. N"ehmen wir in der Tat auf dem Kreise (0) einen 
beliebigen Punkt A , so schneidet OA den Kreis (0') in Ä, 
dem Punkte, auf welchen A beim«Abrollen einmal zu liegen 
kommt. Lassen wir nun den Kreis (0) roUen, so bleibt S 
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wegen der Konstanz des Winkels (POA) auf dem Kreise (OO 
fest und OA ist immer gleich OM . Daher beschreibt A 
gemäß der konchoidalen Erzeugungsweise eine Kardioide, 
jeder andere Punkt der Geraden OÄ eine Pascalsche Schnecke. 

Die Frage nach det Einhüllenden irgend einer Geraden 
der Ebene beantwortet sich im Anschluß hieran leicht. 
Jede Gerade OA durch hüllt einen Punkt 8 des festen 
Kreises ein (M8 ist immer JLOA), jede Parallele zu OA 
umhüllt demnach einen Kreis um Ä, da ihr Berührungs- 
punkt auf JtfÄ liegt (vgl. Zus. 2 in Nr. 59). Alle Ge- 
raden der Ebene erzeugen also bei der »kardioidischen 
Bewegung«, wie man die betrachtete oft nennt, Kreise, 
bzw. Punkte, wenn sie durch gehen. 

91 • Der Kardioide wollen wir, wie in ÜS'r. 60 an- 
gekündigt, noch etwas näher treten. Nehmen wir O'Ä 
als Polarachse, 8 als Pol, so ist die Gleichung der Kar- 
dioide bei der angenommenen Lage 

(1) ^ = 2r--2rcosÖ = 4rsin2|ö. 
Hieraus ergibt sich d» = 4rsin|^ödö, also 

(2) « = — Srcos^ö, 

wenn man die. Bogen von dem der Spitze entgegengesetzten 
Punkte der Kurve aus zählt. Die Gesamtlänge der Kar- 
dioide ist also 16 r ^*). 

Für den Krümmungsradius erhält man 

(3) « = |rsiniö, 

so daß wir die natürliche Gleichung der Kardioide in der 
Eorm bekommen 

(4) 9«2 + »2 = (8r)2. 

Wir merken einstweilen an, daß diese an die Ellipsen- 
gleichung erinnernde Gleichigigsform allen Zykloidale^i 
eigentümlich ist (vgl. die Gleichung der Astroide (9) in 
Nr. 80). 

Zusatz. Aus Gleichung (4) erhält man durch Differenzieren 
^d^lda^-ia. Daher ist für die Evolute nach Nr. 81 (10) 
^1=— i», «1 = Ä und durch Substitution in (4) ergibt sich die 
Gleichung 9^ + »? = (|r)«. 

^) Zuerst gefunden von de la Hibb in d. Abh. Des con- 
choidea en girUrcU^ Mäm. Ac. Sc. 1708, Paris 1730, 32—60. 
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Also ist die Evolute der Kardioide eine Kardioide von ^ der 
Dimensionen der Grundkurve. Und damit ist der Satz: „Die KatcL- 
kaustik des Kreises für einen leuchtenden Punkt der Peripherie ist eine 
Kardioide* bewiesen (vgl. Nr. 66, Zus. 2). 

92. Für den Winkel ja zwischen Tangente und Eadins- 
vektor ergibt sich tg/x = qJq'= tg^ 6 , also fi = ^0 . Ferner 
ist die Projektion des Krümmungsradius auf den Eadius- 
vektor gleich Ä sin^ ö = f r sin^^ ö = |- ^ . Diese beiden 
Sätze erinnern an ähnliche bei der Bernoullischen Lemnis- 
kate (!Nr. 13). Wir sagten dort, solche Sätze seien für 
Sinusspiralen charakteristisch. Da wir nun schon zwei 
Beispiele haben, wollen wir die allgemeine Gleichung der 
Sinusspiralen und die Verallgemeinerung der eben er- 
wähnten Eigenschaften angeben. Die Sinusspirale ^^j yom 
Index n ist definiert durch die Polargleichung 

j_ 
(5) ^ = asin'»nö 



= acos*»nö>, wo (o = ^ 6 

' 2n 



Für die Bernoullische Lemniskate ist demnach der Index 
n = 2 , für die Kardioide n = ^ . Allgemein hat man 

nun Q' = a sin« n cosn 9 , folglich q/q' = tgn oder 

(6) fji = ne . 

Dreht sich also der EaMusveTctor gleichförmig um den Pol, 
so dreht sich die Tcmgente {oder Normale) mit n-fa^iher Ge- 
schwindigkeit gleichförmig um den Berührungspunkt. 

Für den Krümmungsradius erhält man durch leichte 
Bechnung 

1 -1-1 

(7) « = -4-T<*sin'» nO. 

Projiziert man nun den Krümmungsradius auf den Eadius- 
vektor, bildet also ^p = Äsin/^ = ^sinnö, so ergibt sich 
ohne weiteres 

(8) %:Q^l:{n + l), 

d. h. die Projektion des Krümmungsradius auf den Radius- 
vektor steht zu diesem in konstantem Verhältnis. 



^^) So genannt wurden die Kurven von Haton dk la Gou- 
PiLLiÄEB, Nouv. Ann. math. (2) 15, 1876, 97. Doch wurden die 
Kurven schon von Maolaubin betrachtet. 
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93. Wir wollen noch eine kleine Weile mit den Sinns- 
spiralen uns beschäftigen, um einige weitere ganz nahe 
liegende Eigenschaften zu behandeln. Zunächst werde die 
natürliche Gleichung in ihrer allgemeinen Form aufgestellt. 

Da da = asin*» nOdO ist, so hat man noch ä6 durch Ä 
und ä^ auszudrücken, um schließUch die gewünschte 
Oleichung zu erhalten 



(9) 



Der Leser möge sich selbst überzeugen, daß für n = 2 
bzw. n = \ hieraus die angegebenen Gleichungen für die 
Bernoullische Lemniskate und die Kardioide folgen. 

Invertiert man eine Sinusspirale in bezug auf ihren 
Pol, so kann man das Eesultat schreiben 

(10) ^ = acos »(— wa>). 

Die Inverse ist demnach eine Sinusspirale mit dem 
negativen Index der ursprünglichen. Wir kennen die In- 
versen der Lemniskate und der Kardioide. Die^ erstere 
ist eine gleichseitige Hyperbel, die zweite eine Parabel. 
Diese beiden Linien sind demnach Sinusspiralen mit dem 
Mittelpunkt bzw. dem Brennpunkt als Pol und den In- 
dizes n = — 2 , bzw. n = — 1". Daraus ergeben sich die 
natürlichen Gleichungen für die gleichseitige Hyperbel und 
die Parabel in der' Form 

(11) s = - f ^^ s = - f ^^ 

wo bei der Parabel 2a = p gesetzt wurde. 

Der Leser wird auch gleich bemerken, daß für die 
Indizes 1 und —1 der Kreis und die Gerade mit den 
Gleichungen ^ = asinö und ^sinö = a als Sinusspiralen 
auftreten. 
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94. Aber wir haben noch eine andere interessante 
Sinnsspirale bereits kennen gelernt, das ist die Tschim- 
hansensche Knbik, deren Gleichung lautet [Nr. 34 (9)] 

(12) Q = acos-^^e . 

Sie entspricht daher dem Index n = —^ . Eine neue 
Kurve ergibt sich, wenn wir zur Tschimhausenschen Knbik 
die Inverse bestimmen. Diese hat dann die Oleichung 

(13) Q = acos^e 
oder in Punktkoordinaten 

(14) • [4(a?2 + 2^2)_aa?]3 = 27a2(a?2 + y2)2. 

Es ist dies also eine Potenzkurve 6. Ordnung. Sie 
wurde von Akchibald »CAYLEY-Sextik« genannt, welchen 
Namen wir beibehalten wollen ^^). Setzt man x + iy^^, 
X — iy = ri und führt eine dritte Variable f ein, so lautet 
die Gleichung 

(14*) [4f^-ia|f-ia^C? = 27a2f«i72C*. 

Hieraus ist ersichtlich, daß der Anfangspunkt und die 
beiden imaginären Ejpeispunkte ganz dieselbe Eolle auf 
der Kurve spielen. Sie sind nämlich alle dreifache Punkte 
und zwar solche, für die die drei Tangenten koinzidieren 
(Spitzpunkte). Denn die Tangenten jedes auf der Kurve 
liegenden Punktes sind immer durch die niedrigsten Glieder 
in den beiden in Frage kommenden Variabeln gegeben. 
So findet man hier (f + ly)^ ^ a?^ , (4 f — a C)^ , (4 ly — a C)' 
als Tangententripel. Außerdem hat die Kurve auf der 
a?- Achse noch einen Doppelpunkt f ür a? = a (s. Fig. 63). 
Da ein Spitzpunkt für zwei Spitzen und einen Doppel- 
punkt zählt, ist die Klasse der CAYLEY-Sextik r = 6-5 
-6.3-4.2 = 4. 

95. Der Leser mag aber wohl schon einige Zeit denken, 
wir entfernten uns allzuweit von der Kardioide. Es wird 



*•) Weil Cayley sich mit ihr viel beschäftigte in seinen 
Arbeiten über Kaustiken, bes. Phil. Trans. 157, 1867, 7—16 = Coli. 
Pap. 5, 454 — 464. S. die sehr lesenswerte Diss. von R. C. Arohi- 
BALD „The Cardioide and some of its related curve^*' Straßbuig 
(J. Singer) 1900. Dort ist eine Fülle von Beziehungen der be- 
kanntesten Kubiken und Quartiken 'untereinander angegeben, mit 
reichen bibliographischen Noten. 



95. 
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sich aber sofort herausstellen, daß dies nicht der Fall ist. 
Wir müssen uns zuvor nur noch die Fußpunktskurven der 
Sinusspiralen, in beziig auf den Pol natürlich, etwas 
näher ansehen. Nennen wir die Polarkoordinaten für den 
Fußpunkt Q eines Lotes auf die Tangente eines Kurven- 
punktes P ^und CO (Fig. 64), so ist ^ = ^sinnö und 

ft> = (n + 1) ö — ^7t] daher n ö = — itt^^ + i^) ^^^ ^^ 

n + l 

für P Q sinn 9 gemäß (5) gleich a sin " {n 6) wird, schließ- 
lich, wenn man noch cb + ^n = cb 
setzt, die Gleichung der Fußpunkts- 
kurve 

(15) ^ = asin« (■;^d>). 




Daher der Satz: Die FußpunMshurve 
des Poles einer Sinusspirale vom Index n 
ist eine Sinusspirale vom Index nj{n + 1). 
Setzt man n/(w + 1) = y , so ist 
n = y/(l — v) der Index der ersten Fig. 64. 

negativen Fußpunktskurve. Gehen 
wir also vom Kreise mit dem Index 1 aus, so erhalten wir 
folgende Eeihe von Indizes für die sukzessiven Fuß- 
punktskurven des Kreises in bezug auf einen Punkt 
seiner Peripherie 



(16) 



-4\ -S\ -2 \ -1\ \ 1 \ 2 



-i -i -1 



1 + i 



Diese Eeihe setzt mit einem Schlage alle unsere bisherigen 
Betrachtungen zur Kardioide in Beziehung. Allerdings 
sehen wir, daß wir als Ausgangspunkt besser den Index oo , 
den wir dem Punkte zuweisen müssen, genommen hätten. 
Dann lautet die Eeihe folgendermaßen 



(17) 



Tschimh. 
Kubik 



Pa- 
rabel 



Ge- 
rade 



Punkt Kreis 



Kar- 
dioide 



Cayley- 
Sextik 



Die CAYLEY-Sextik ist demnach die (erste positive) 
Fußpunktskurve der Kardioide in bezug auf die Spitze, 
die Tschirnhausensche Kubik die fünfte negative Fuß- 
punktsknrve. Zueinander invers sind überhaupt immer 
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zwei von der Mitte gleichweit abstehende Kurven der 
Eeihe (17). Die Eeihe gibt außerdem ein hübsches Bei- 
spiel für eine alternierende Folge von Eichtungskurven 
und Kurven erster Kategorie. Die Tschimhausensche 
Kubik und die CAYiEY-Sextik sind Eichtungskurven (mit 
zerfallender Parallelkurve), ebenso Gerade und Kreis; die 
Parabel und die Kardioide sind erster Kategorie (mit zer- 
fallender Konchoide). Da die Fußpunktskurve die Inverse 
der Polarreziproken ist, haben wir den weiteren Satz: Die 
Polarreziproke der Kardioide in hezug auf einten Kreis um 
die Spitze ist eine Tschimhausensche KuhiJc. Wir über- 
lassen es dem Leser, diesen Satz direkt zu bestätigen. 

96. Des weiteren wollen wir nun eine zweite Erzeu- 
gung der Kardioide mittels zweier roUenden Kreise aus 
der ersten herleiten. Diese wird uns mit Leichtigkeit auf 
eine andere mit der Kardioide in engem Zusammenhang 
stehende Kurve führen. Zwar wird diese zweite Erzeu- 
gung sich bald als eine ganz allgemeine Eigenschaft der 
Zykloidalen ergeben, aber wir bitten den Leser überhaupt, 
diesen Abschnitt als Vorbereitung und Entlastung des 
folgenden nehmen zu wollen. Verbinden wir nun in 
Fig. 63 den erzeugenden Punkt A mit Jf , so schneidet 
diese Gerade (die iSTormale zur Kardioide ist) den Grund- 
kreis in einem weiteren Punkte M% dem Mittelpunkte 
von MA . Der Elreis (O'O nun, der den Grundkreis in M' 
berührt und denselben Eadius hat wie dieser, geht, da 
OO^O^'A ein Parallelogramm ist, durch A . Die Kardioide 
kann demnach auch durch das Eollen eines Kreises auf 
einem gleichgroßen erzeugt werden. 

Nach dieser Feststellung betrachten wir 8 als leuchten- 
den Punkt und suchen die Katakaustik der Kardioide in 
bezug auf die Spitze. Ist 8A der leuchtende Strahl, 
-^ßAM == oc der Einfallswinkel, so geht der reflektierte 
Strahl, da AO'MM' ^ /\0''AM' , durch 0'' und ist also 
immer mit dem Durchmesser AA' des rollenden Kreises 0" 
identisch. Da sein Berührungspunkt B mit der Enveloppe, 
der gesuchten Katakaustik, durch das Lot von M' aus 
ausgeschnitten wird und demnach immer auf dem Kreis 
über M'O'^ als Durchmesser liegt, so finden wir, daß B 
eine Kurve (Epizykloide) beschreibt, die entsteht, wenn 
auf einem Kreis (0^ ein Kreis von den halben Dimensionen 
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auJBen rollt. 'Diese Kurve ist also die gesuchte Kata- 
kaustik. Sie hat offenbar zwei reelle Spitzen in 8 und 
dem Gegenpunkt von 8 auf {0") . Wir nennen sie mit 
Proctor^'^ wegen ihrer Gestalt »Nephroide« (o vecpQog 
= die !N"iere), wenngleich dieser Name auch gelegentüch 
anders verwendet wurde. Die Gleichung der Kurve wer- 
den wir nachher aufstellen. Hier müssen wir zunächst 
noch folgende Bemerkungen machen. 

97. Zieht man durch 0" eine Parallele CO'' zur Achse 
der Kardioide, so ist der <^, den sie mit O'O'' bildet, 
so groß wie ^80'0'% also auch gleich <Jf' O'Jf und 
<0'0''JI. Beschreibt man also um 0' mit 0'0"=2r 
als Eadius einen Kreis, so ist, wenn man 00" als Licht- 
strahl betrachtet, 0''A , d. i. der die Nephroide einhüllende 
Durchmesser des Ejpeises (O'O ? der zurückgeworfene Strahl. 
Die Nephroide ist daher auch die Katahavstih eines Kreises 
für parallel eintretende 8rahlen. Diese Tatsache kann man 
in jeder Kaffeetasse beobachten. 

Aber auch mit der CAYLEY-Sextik ist die Nephroide 
aufe engste verwandt. Denn verlängern wir A'A bis zu 
dem Punkte F', in welchem das von 8 auf die Kardioiden- 
tangente in Jl gefäUte Lot trifft, so ist, wenn F der Fuß- 
punkt des Lotes ist, 8F = FF' . F beschreibt aber die 
CAYLEY-Sextik, also F' eine doppelt so große. Die Nor- 
male in J' an die CAYUEY-Sextik ist aber nach einem 
früheren Satze (Nr. 66, Zus. 1) die zweite Diagonale des 
durch 8f Fy Ä bestimmten Eechtecks. Daher ist F'A die 
Normale der doppelt so großen Sextik in F\ Da nun 
diese eine Nephroide berührt, so sehen wir, daß die 
Cayley-8extiJc eine Nephroide zur Evolute hat, d. h. zu den 
Evolventen der Nephroide gehört. 

98. Nun ist aber die Bewegung der Normale M'B 
an die Nephroide um den Punkt M' eine gleichförmige 
Drehung mit derselben Geschwindigkeit, wie sie der Eadius 
O'Jf' hat; das ist dieselbe Bewegung, wie die des Durch- 
messers A'A . Auch M'B wird daher eine Nephroide ein- 
hüllen; d. h. die Evolute der Nephroide ist wieder eine 
solche von den halben Dimensionen der ursprünglichen 
(in Fig. 63 nicht gezeichnet). Man erkennt auch ohne 



*') Pbootob, A treaüse on the cycUnd etc,^ London 1878. 
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weiteres, daß die beiden Nephroiden um 90^ gegeneinander 
gedreht sind. Die Gayley-Seaük ist aJso auch eine Parallel' 
hurve der Nephroide. Und zwar liegt hier die Sache fol- 
gendermaßen. Diejenige Nephroide, die zu der von F be- 
schriebenen, in der Fig. 63 gezeichneten OAYLBY-Sextik 
als Evolute gehört, ist zu der von AA^ umhüllten homo- 
thetisch in bezug auf 8 und von den halben Dimensionen, 
hat also ihre beiden Spitzen in 8 und 0% ihren Mittel- 
punkt in N , dem Mittelpunkt von 80\ Die Evolvente 
dieser nicht gezeichneten Nephroide hat denselben Mittel- 
punkt Nj dieselben Dimensionen wie die von AA' ein- 
gehüllte, hat aber ihre Scheitel auf der Achse der Kar- 
dioide, in der Entfernung fr von Nj wenn r der Eadins 
des Orundkreises ist. Zu dieser (gestrichelt gezeichneten) 
Nephroide ist unsere OAYLEY-Sextik parallel in der Ent- 
fernung fr. Zeichnet sich der Leser eine etwas nähere 
Parallelkurve (am besten geschieht dies durch eine sehr 
enge Folge kongruenter Kreise mi;t den Mittelpunkten auf 
der Grundkurve), so wird er selbst bemerken, wie der 
Spitzpunkt 8 aus zwei Spitzen und einem Doppelpunkt 
entsteht. Natürlich besteht die ganze Parallelkurve der 
Nephroide immer aus zwei Kurven, die im Abstände fr 
zu CAYLEY-Sextiken werden. Daß diese Sextik eine Bich- 
tungskurve ist, erscheint hiernach Selbstverständlich, da 
sie selbst eine Parallelkurve ist (Nr. 78). 

99. Nun müssen wir aber auch die Gleichung der 
Nephroide aufstellen und ihre Charaktere als algebraische 
Kurve bestimmen. Man erhält für die Koordinaten des 
Punktes B (y positiv gerechnet) leicht die Werte 

(18) a? = 3rcos^ — 2rcos8)8, y = 2rsin8)8. 

Eliminiert man aus dieser Parameterdarstellung /?, so er- 
gibt sich die Gleichung 6. Ordnung 

(19) 4(a?2 + y2 - r2)3 = 27r*y2 . 

Diese zeigt schon durch ihre Form (Y^ = fjLy^z^)^ daß in 
den imaginären Kreispunkten (K = , » = 0) Spitzpunktcj, 
in den beiden auf der a?-Achse liegenden Punkten des 
Grundkreises Spitzen mit y = als Tangente sind. Setzt 
man in (19) a? = und scheidet den selbstverständlichen 
Faktor {y^ ^ A:r^) ab, so findet man noch zwei Doppel- 
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wurzeln y = ±tryi, die konjugiert imaginären Doppel- 
punkten entsprechen. So ergibt sich die Klasse der 
Ifephroide als 6-5 — 6- 3 — 4.2 = 4. 

Wir bestätigen diese Zahl durch Aufstellung der 
Gleichung in Linienkoordinaten. Drückt man die Ab- 
schnitte, die der verlängerte Durchmesser AÄ^ auf den 
Achsen macht, durch r und ß aus, so erhält man zunächst 
die Parameterdarstellung 

(20) 2 ru = — sin2 j8/sin)8 , 2 r t? = cos2 ßl^mß , 
und hieraus die Oleichung 

(21) Ar^v^iu^ + 1?«) = [2r^{u^ + v^) - 1]« . 

Diese bestätigt wirklich einerseits die Klassenzahl und zeigt 
andererseits durch ihre Form an, daß die !N'ephroide 
Eichtungskurve ist. Setzt man rechts statt 1 den Wert 
1 + c^u^ + 1?* und radiziert auf beiden Seiten, so erhält 
man schließlich die Parallelkurven in der Form 

(22) 2{r^v± c)« {u^ + 1?«) = [(2 r» - c^) {u^ + v^)-lY. 

Hieraus entsteht für o = fr die Liniengleichung der 
CAYLEY-Sextik 

(23) r^2rv ± 3)« (w« + 1?«) = [r^{u^ + v^) + If . 

Wir stellten schon oben fest, daß auch für sie die Klasse 4 sei. 
Aus der Darstellung (18) erhält man äs = 3rBin.ß j 
mithin 

(24) « n= — 3 r cos/? und Ä = |r sin/? . 

Hieraus bekommt man einerseits für die Gesamtlänge der 
Nephroide 12 r, andererseits die natürliche Gleichung 

(25) 4««-f «2 = (3^)2^ 

wieder die für Zykloidalen charakteristische Form. Die 
Bogen sind hierbei immer von einem Scheitel aus gezählt. 
Die Evolute, die wir oben geometrisch bestimmten, mag 
hier der Leser aus (25) selbst ableiten. Da die Drehung 
der Tangente bei Erzeugung der ganzen ITephroide An 
beträgt, ergibt sich nach Formel (12) in JSt. 81 für die 
Gesamtlänge der ÜAYiiEY-Sextik 12 r + 6 r tt . 
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Auch die Fläche der !N^ephroide ist sehr einfach zu 
bestimmen. Man hat 



also f=3r^7i. Demnach ist jedes der über dem Grund- 
kreis stehenden Möndchen an Fläche diesem gleich. 

Zusatz. Ohne Beweis fOhren wir noch folgende leicht zu 
erhärtende Sätze an: Die Fußpunktskurve der Kardioide in hezug 
auf den Mittelpunkt des Grundkreises ist die (in Nr. 84 erwähnte) 
Bosenkurve für f>i = i, die Polarreziproke also in hezug auf einen 
Kreis um denselben Funkt eine Maclaurinsche Trisektrix. 

§ 19. Die Steinersehe Kurve (dreispitzige Hypozykloide). 

100. Die Kardioide, deren Betrachtung wir eben ab- 
schlössen, ist eine Kurve 4. Ordnung und 3. Klasse, wie 
wir schon früher (Nr. 58) feststellten. Sie hat drei Spitzen, 
von denen zwei in den imaginären Kxeispunkten liegen 
und eine Doppeltangente mit reellen Berührungspunkten. 
Wir möchten nun auch hier, wie bei der Astroide, wenn 
auch nicht die ganze Klasse aller zur Kardioide projektiven 
Kurve, so doch eine einzelne höchst merkwürdige Ol näher 
betrachten, die aus der Kardioide durch eine imaginäre Pro- 
jektivität entsteht, die »Steinersche Kurve «^®). Wollen 
wir diese erhalten, so müssen wir die Doppeltangente der 
Kardioide ins Unendliche legen, aber so, daß die Be- 
rührungspunkte in die imaginären Kreispunkte fallen; 
dann werden von selbst die imaginären Kreispunkte der 
Kardioidenebene im Endlichen als zwei Spitzen der neuen 
Kurve erscheinen. 

Ohne daß wir diese Transformation ausführen wollten, 
die uns doch nichts über die metrischen Eigenschaften 
der neuen Kurve sagen könnte, gehen wir von einer 
Enveloppenkonstruktion aus, die die wichtigsten Eigen- 
schaften leicht abzuleiten gestattet und sich ohne weiteres 
auf eine uns schon geläufige kinematische Erzeugung 
zurückführen läßt. Es sei ein Kreis vom Eadius 08 = r 
gegeben. Von einem Punkte 8 ausgehend, lassen wir auf 

»«) J. Stbinkb, J. f. Math. 53, 1856, S. 231 ff. 
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§ 19. Die Steinersche Kurve. 
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der Peripherie zwei Punkte X, Y in entgegengesetzter 
Eichtung, so laufen (Fig. 65), daß Y die doppelte Ge- 
schwindigkeit hat wie X. Die Enveloppe von XY 
wollen wir bestimmen. Setzen wir <XOÄ = a, so ist 
<Ä0Y = 2a. Die Anfangslage der erzeugenden Ge- 




Flg. 66. 

raden ist offenbar die Kreistangente in 8. Die Ge- 
rade XY bildet mit der Tangente in X an den Kreis 
den Winkel f oc . Wir können daher die Bewegung auch 
so auffassen: 'Ein Punkt X läuft auf dem Kreise mit 
einer Winkelgeschwindigkeit w; um ihn dreht sich eine 
Gerade mit der relativen Winkelgeschwindigkeit ^w^^) und 

••) Die absolute Winkelgeschwindigkeit der Geraden ist — iw, 
d. h. wenn X um a fortschreitet , bildet die neue Lage von XY 
mit der alten den Winkel | oc . 
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zwar im entgegengesetzten Sinne. Wenn wir nun an 
die Erzeugung der Nephroide im vorigen Kapitel uns er- 
innern (auch an die der regulären Astroide), so werden 
wir hieraus den Schluß ziehen ^ daß wir diQ Gerade als 
Durchmesser eines Kreises um X betrachten dürfen , der 
auf einem anderen Kreise von f-fachem Eadius, und 
zwar hier — ^ wegen der entgegengesetzten Brehrichtung — 
innen, rollt/ Bann muß aber OX = r der dritte Teil des 
Badius des festen Kreises OM sein. XJf ist der Eadius 
des rollenden Kreises, M ist das Momentanzentrum; das 
Lot von M auf XY gibt den Berührungspunkt B, und 
wir wissen nun schon, daß dieselbe Kurve punktweise 
durch BoUen des um 0' über JJf = 2r als Burchmesser 
beschriebenen Kreises im Innern des Kreises mit Jf = 3f 
als Badius erzeugt wird. Ba der kleine Kreis auf dem 
großen dreimal abroUt, so werden wir unschwer zu der 
Folgerung gelangen, daß die so erzeugte Kurve in den 
Punkten q^=^%t ^Q = \n ^ n^ — i^ Spitzen hat und gegen 
die drei entsprechenden Badien symmetrisch ist^^®). Bie 
Punkte ö==r, ö = 0, \n^ — |^ sind Scheitel der Kurve. 
In ihnen treffen sich die erzeugenden Punkte X und Y . 
Bern. Denselben Gedankengang benutze der Leser, um direkt 
zu zeigen^ daß die Katakaustik eines Kreises für einen Punkt auf 
dem Kreise eine Kardioide ist (Nr. 91; Zus.); femer versuche er auf 
demselben Wege zu zeigen, daß die Einhüllende des zweimal 
reflektierten von einem Punkte des Kreises ausgehenden Strahles 
(die zweite Katakaustik) eine Nephroide ist. 

101. Ba Zr = 2rsinfa und <Xj!fS = fa, so 
ersieht man, daß immer YX =^ XB . Man erhält hier- 
aus für die Koordinaten von B die Werte a? = rcosa 
+ 2 r sinf a sin^ ä , y = r sin« + 2 r sinf a cos^o^ , die man 
besser in der Form schreibt 

(1) a? = 2 r cos« — r cos2 öc , y = 2 r sina + r sin2 a . 

Bie Elimination von ä ergibt die Gleichung in Punkt- 
koordinaten 

(2) (a?2 + y2)2 + 8ra?(a?2-32^2) + 18r2(a?2 + y2)-27r* = 0. 



^^) Daß die Kurve eine Hypozykloide ist, bemerkte L. SohlIfli. 
S. den von J. H. Geaf herausgeg. Briefwechsel zwischen Stbinbb 
und SoHLÄFLi (Bern 1896) S. 206/8. Steiner betrachtete sie nur 
als C2. 
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Diese läßt sich in die übersichtlichere Form bringen 
(2*) {x^ + y2 - 12ra) + 9r^)^ + 4r(2a? - 3r)» == 0. 

Hier stellt die erste Klammer einen durch die beiden 
Spitzen im ersten und vierten Quadranten gehenden Kreis 
vom Eadius Qr dar, die zweite die Gerade der beiden 
Spitzen. Die Form von (2*) zeigt an, daß die Kurve in 
den Schnittpunkten von Kreis und Gerade Spitzen hat 
und daß die Spitzentangenten Tangenten des Kreises sind. 
Die Koordinaten der zur Tangente XY symme- 
trischen sind 

.^. 1 __fcosfa 1 _rcosfa 

u coB^oc ' V sin|a ' 

die Gleichung dieser Tangente also 

(4) X cos^ öf + y sin^ oc = r cosf oc . 

Eliminiert man aus (3) den Winkel oc , so ergibt sich die 
Gleichung in Linienkoordinaten 

(5) u^ + v^ = rv{3 u^ — t?2) . 

Aus dieser sieht man am besten, daß die imaginären Kreis- 
punkte (t*2 + ^^.= 0) auf der unendlich fernen Geraden 
Berührungspunkte sind. 

Bern. Gleichung (5) zeigt auch sofort, daß die Steinersche 
Kurve keine Eichtungskurve ist. Ihre Parallelkurve, die natürliche 
Gleichung, sowie ihre Evolute (Steinersche Kurve von dreifacher 
Dimension) au£custellen, überlassen wir hier dem Leser. Auf 
dieselbe Weise, wie etwa bei der Kardioide findet man für die 
Gesamtlänge der Kurve 12 r und für die Fläche 2 r^ ^ . 

102. Wir nennen mit A. Gob^oi) x den primären, 
T den sekundären Punkt der Tangente (Fig. 65); ebenso 
die Tangente primär zu X, sekundär zu Y. Da X den 
Kreis einmal, Y aber zweimal durchläuft, gibt es von 
jedem Punkte des Kreises aus eine primäre, zwei sekun- 
däre Tangenten, also im ganzen drei, wie aus (5) ersichtlich. 
Diese haben eine eigentümliche Lage zueinander. Be- 
stimmen wir sie etwa für den Punkt Y, so ist zu be- 
denken, daß, während Y eine ganze Umdrehung vollendet, 

"1) S. die Abhdlg. in M6m. Soc. Sc. Li^ge (3) 6, 1906; auch 
die daran anschließende von J. Neübebg in demselben Bande. 

WiBLBiTinEB, Spezielle ebene Kurven. \^ 
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X in seinen Gegenpunkt X' gelangt. Daher ist YX' die 
zweite sekundäre Tangente in 7 und wir haben den Satz: 
Von jedem Punkte des Inkreises gehen zwei zueimmder 
senkrechte (sekundäre) Tangenten an die Stein^sche Kurve. 
Betrachtet man ferner 7 als primären Punkt, ist also X 
bis 7 gelängt, so kommt 7 nach dem Punkt 7'% dem 
Spiegelpunkt von 7 in bezug auf den Durchmesser XX' . 
7 7^' ist also die primäre Tangente von 7 aus. 

Auf dieser Tangente ist demnach Y'' sekundär. Die 
zweite sekundäre Tangente von Y" aus geht durch den 
Gegenpunkt 7' zu 7 . Nennt man die beiden Punkte, 
in denen 7'' 7' die Tangenten X7 und X'Y trifft, B 
und B' , so ist offenbar YX^^XB und YX' = X'B'] 
also sind B und B' die Berührungspunkte der beiden 
genannten Tangenten. Der Berührungspunkt N von Y" Y' 
ist von B so weit entfernt, wie Y'' von B' . Wir können 
so folgenden Satz formulieren: Jede Tangente einer Steiner- 
sehen Kurve trifft diese in zwei fassoziierten) Pwnkten BjB\ 
Der Mittelpunkt (Y') von BB' liegt auf dem Inkreis ^ die 
Länge BB' ist immer gleich dem doppelten. Durchmesser 
des Inkreises (=2XX' = Ar) . Die Tangenten in B ^ B' 
an die Kurve schneiden sich rechtwinklig in einem Punkte (Y) 
des Inkreises j dem Oegenpunkt von 7', während die dritte 
von 7 an die Kurve gehende Tangente auf BB' senkrecht 



Es ist weiter offensichtlich, daß die Normalen der 
drei Punkte B , B' , N sich in einem Punkte J des Um- 
kreises der Hypozykloide schneiden, der auf dem Durch- 
messer 77' liegt. 

103. Es sei nun (Fig. 66) ^50 ein beliebiges Dreieck, 
AAi, BBi, CCi die drei Höhen, H der Höhenschnittpunkt, 
M der Mittelpunkt des Umkreises. Dann ist bekannt, 
daß die Fußpunkte A\ B' , C der drei Lote, die von 
irgend einem Punkte P des Umkreises auf die drei Dreiecks- 
seiten gefällt werden, auf einer Geraden W , der sogenannten 
Wallaceschen Geraden ^^2), liegen. Wir wollen nun den 
Satz beweisen, der Steineb als Ausgangspunkt diente, daß 
nämlich die Einhüllende aller WalUiceschen Geraden eines 



^°^) Leyboums Math. Kepository (old series) 2, 1799/00, 111. 
Die Gerade wurde lange Zeit B. SmsoN zugeschrieben. 
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Dreiecks eine dreispitzige HypozyTcloide ist, die den Fetter- 
hachschen Kreis des Dreiecks als Inkreis %cA^^% 

Verlängert man etwa PB' bis zum zweiten Schnitt- 
punkte J^a i»it dem Kreis, so ist ^AG'B' = ^APB' 
= ^ABB2, also B^C'WBB^. Ba man nun ebenso be- 
weisen kann, daß A^B' und J.'0' bzw. zu den ebenso 




Flg. 66. 



erhaltenen Geraden OOg und AA2 parallel sind (die nicht 
mehr gezeichnet wurden) und diese wieder unter sich parallel 

^®') Alle von Steiner ohne Beweis angegebenen und viele 
neue Sätze wurden aus der allgemeinen Kurventheorie hergeleitet 
von L. Cbbmona, J. f. Math. 64, 1865, 101—123. Bez. proj. Er- 
zeugung s. a. H. SoHRöTBB, ebd. 54, 1857, 31—47. Wir zogen es 
oben vor, direkte geometrische Beweise zu geben, die an die 
kinematische Erzeugung anschließen. 
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laufen, so liegen A' ^ B' , C in einer Geraden W . Nun 
ist bekanntlich der Mittelpunkt F von HM der Mittel- 
punkt des Feuerbach sehen Kreises, der durch die Höhen- 
fußpunkte^i, B^, G^ und durch die Seitenmitten -Aq , B^^ Cq 
geht, sowie die oberen Höhenabschnitte AH ^ BH , CS 
in A'', B'\ C' halbiert. Da demnach FA"\\MA, so 
ist auch FA^' = \MA . D. h. der Feuerbachsche Kreis 
hat den halben Eadius des Umkreises, und der Höhen- • 
Schnittpunkt H ist äußerer Ähnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise. Daher wird auch jede von H aus nach dem 
Umkreis gehende Strecke vom Feuerbach sehen Kreise 
halbiert. Z. B. wird PH durch den Feuerbach sehen 
Kreis in X halbiert, und wenn man andererseits etwa 
HB^ um sich selbst bis H' verlängert, so liegt H' auf 
dem Umkreis. 

Bestimmt man also zu P in bezug auf AG den 
symmetrisch gelegenen Punkt P' , so ist HP' antiparallel 
zu H'P und daher parallel mit BB^ und W. Demnach 
geht W immer durch den auf dem Feuerbach sehen Kreise 
Hegenden Mittelpunkt X von PH. Dreht sich nun der 
Eadius MP um den Winkel e, so dreht sich auch der 
(parallele) Eadius FX um g, während AP sich nur um 
\e dreht, alle in demselben Sinne. Da aber, wie schon 
oben bemerkt, immer <AO'P' = <-4.PP, macht auch 
W eine Drehung um ^c, aber im entgegengesetzten 
Sinne. In bezug auf den Eadius FX^ beträgt dann die 
Drehung f e . Somit ist der angekündigte Satz bewiesen. 

Fällt P nach A , so geht W in die Höhe AA^ über. 
Also sind sämtliche drei Höhen Tangenten der Steiner sehen 
Kurve mit A'' ^ B'' , C als primären, A^, B^, G^ Bis 
sekundären Punkten. Demnach sind auch die Seiten B G , 
GA, AG des Dreiecks, da sie in A^, B^, G^ senkrecht 
auf den Höhen stehen, Tangenten der Steiner sehen Kurve 
und ihre primären Punkte sind J-o , Pq > ^o • 

Zusatz. Ohne Beweis führen wir an^ daß erstens die drei 
Fußpunkte A^ , B' , C^ auf einer Geraden W bleiben, auch wenn 
man die drei Lote FA\ PB\ PC um denselben Winkel d in 
demselben Sinne dreht , zweitens auch diese Gerade Wd eine 
Steiner sehe Kurve einhüllt (s. z. B. bei Gob, S. 10). 

104. Die Steiner sehe Kurve hat eine Anzahl inter- 
essanter Fußpunktskurven, von denen wir zunächst die 



(6) j 
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betrachten wollen, deren Pol auf einer Spitzen tangente 
(der a?-Aclise) liegt, die also alle wenigstens einfach sym- 
metrisch sind. Hat der Pol die Abszisse a, so lauten 
die Gleichungen der Tangente (4), wenn man noch cosf ö^ 
= cos^^ö^ — Scos^asin^^ö^ setzt, und der Normale vom 
Anfangspunkte auf die Tangente 

a?cos^a + ysin^<x — r(cos^|a--3cos-|-Asin2|a)=0 , 

{x — a) sin^ oc — y cos^ a = . 

Aus der letzteren Gleichung ergibt sich, wenn man 
e = y(a? — a)2 + y^ setzt , 

sin-J- oc = yl0 , cos|- oc = {x — a)j& , 

ferner durch Substitution dieser Werte in die Tangenten- 
gleichung, wobei noch der Anfangspunkt in den Pol ge- 
legt ist 

(7) {x^ + y^Y + [(a + 3 r)y2 + (a - r)a?2] . a? = . 

Diese Gleichung stellt eine Potenzkurve 4. Ordg. mit drei- 
fachem Punkt im Pole vor. Eine Tangente desselben ist 
immer parallel zur y -Achse. Die unendlich ferne Gerade 
ist, wie bei der Grundkurve, Doppeltangente in den Kreis- 
punkten. Gehen wir zu Polarkoordinaten über, so wird 
aus (7) 

(8) Q = 4r cos^ö — (a + 3 r) cosö . 

105. Wir wollen mit a = beginnen. Das ist mit 
der Fußpunktskurve der Steiner sehen Kurve in bezug auf 
den Mittelpunkt. Diese hat die kartesische und Polar- 
gleichung 

(9) {x^ + yr + Tx{iy^-x^)^0, 

(10) ^ = rcos3ö. 

Aus beiden ist ersichtlich, daß die Tangenten im Anfangs- 
punkt gegeneinander Winkel von 60^ büden. Die Kurve 
muß ja auch notwendig dreifache Symmetrie' haben. Wir 
haben hier das schon in Nr. 84 angekündigte »regel- 
mäßige Dreiblatt«, eine spezielle Eosenkurve, deren 
Inverse die Trisektrix von de Longchamps ist (vgl. Fig. 67). 
Für die Fläche eines Blattes erhalten wir aus dem dort 
aufgestellten Integral -^r^n. Wegen der folgenden Kurven 
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wollen wir aber das Flächenintegral gleich fär die all- 
gemeine Gleichung (8) aufstellen. Es ergibt sich 

^ /= -j. 1^250 =« iy(16r2cos«ö — 8r(a + 3r)cos*ö 

(11) { 

= ir^sinöcossö — ir(3a + 4r)sin0cos»Ö 

+ !(«* + r^) (sinöcosö + ö) . 




Hg. 67. 



Auch hieraus erhält man für a = zwischen den Orenzen 
—^71 und +^7i den Wert -^r^n. Die Konchoide des 
Dreiblatts zerfällt nicht. Wir können hieran überhaupt 
die Bemerkung knüpfen: Ist /n eine ganze Zahl, so zerfällt 
die Konchoide der Eosenkurve q ^m cos/t , wenn fi eine 
gerade Zahl ist; für ungerades /t aber nicht. 
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106. Wir wollen nun die Fnßpunktskurve der Steiner- 
schen Kurve für den Scheitel 8 aufstellen (a^r). Die 
kartesiQche und Polargleichung lauten 

(12) {x^ + y^)^ + Ary^x=^0, 

(13) ö = — 4rcosÖsin2Ö. 

Demnach besteht hier der dreifache Punkt aus einer Spitze 
mit ' durchgehendem Zweig. Wir nennen diese Kurve 
»gerades Zweiblatt«. Man wird leicht 
bemerken, daß die Doppeltangente dieser \ 

Kurve der durch gehende zu OÄ senk- /'^"'3><^ 
rechte Durchmesser des Inkreises der ^^^^tTTI^^^^ä 
Steinerschen Kurve ist, während die /^"^^^^^-^-^^^^^^ 

Berührungspunkte in den Endpunkten |- — r«— ^^^ 

des Durchmessers liegen (vgl. Fig. 67). \ J 

Da man nun für die Fläche eines \. / 

Blattes f=\T^n findet, so sieht man, ^ 

daß einerseits der Kreisquadrant durch Fig. 68. 

das Zweiblatt, andererseits das eine 
Blatt des Zweiblattes durch den Kreisbogen halbiert wird. 
Znsatz. Das gerade Zweiblatt kann sehr einfach konstruiert 
werden: Man ziehe im Inkreis der Steinerschen Kurve eine be- 
liebige parallele Sehne FQ zu 08 (Fig. 68) und projiziere F m A' 
auf 8Qy Q in Ä auf 8F, so beschreiben A, Ä^ das Zweiblatt. 
Denn verschiebt man FQ , und dreht sich hierbei der Badius OQ 
etwa um «, so dreht sich 8Q um ^e, 8F um — ^s , also auch 
QA um — ^e; daher hüllt QA die Steinersche Kurve ein. Ähn- 
lich ist dies fOr FA^ zu zeigen. Damit ist zugleich eine neue 
Fassung der Erzeugung der Steinerschen Kurve gegeben. Man 
kann auch bemerken, daß QA bzw. A'F verlängert mit Q8 , bzw. 
F8 und der Geraden 08 gleichschenklige Dreiecke bilden. 

107. liTehmen wir jetzt den Gegenpunkt 8' zu. 8 auf 
dem Inkreise als Pol {a = —r; vgl. wieder Fig. 67), so 
erhalten wir als Gleichungen der Fußpunktskurve 

(14) (a?2 + y2)2 + 2 r x{y^ -x^) = , 

(15) ^ = 2rcosöcos2ö. 

Der dreifache Punkt hat hier außer der y -Achse . die 
Halbierenden der Achsen zu Tangenten. Wir haben das 
»gerade Breiblatt« (trifolium droit), wie es von 



152 m. Abschnitt. Kurven mit kinematischer Erzeugung. lOT^lOS. 



G. DE LoNGCHAMPS ^^^) und H. Brocard !<>*) genannt wurde. 

Man findet hier für die Fläche des großen Blattes 
/"i = ^ r2(3 :7i + 8) , für die jedes kleinen 
/r = ^ r2(3 TT — 8) ; die Fläche der gan- 
zen Kurve ist also, da der Eadiusvektor 
immer im selben Sinne rotiert, 




Rg. 69. 



Denselben Wert erhält man aus (4), wenn 
man die Grenzen und n nimmt. 

Zusatz. Eine einfache Konstruktion ist 
unter anderen folgende. PQ sei eine beliebige 
Sehne des Inkreises der Steinerschen Kurve, 
dann beschreiben die Fußpunkte A, A' der Höhen P4, (^A' des 
APS'Q das gerade Dreiblatt (Fig. 69). Denn AHFS und ARQ8 
sind gleichschenklige Dreiecke, also hüllen PA und QA' die Hy- 
pozykloide ein. Damit ist zugleich wieder eine neue Form der 
Erzeugung dieser Kurve gegeben. 

108. Zuletzt wählen wir die Spitze U der Steinerschen 
Kurve selbst als Pol (a = — 3r) . Dann lauten die bezüg- 
lichen Gleichungen 

(16) (aj2 + y2)2_4ya?8, 

(17) ^ = 4rcos3ö. 

Der Anfangspunkt ist demnach ein 
Spitzpunkt, die Kurve hat eine 
eiförmige Gestalt (Fig. 67). Wir 
nennen sie konsequenterweise »Ein- 
blatt« ^ö^). Historisch merkwürdig 
ist diese Kurve dadurch, daß u. a. 
Kepler sie zur Darstellung der Bahn 
des Planeten Mars anwendete ^^^. 
Kepler versuchte auch die Fläche vergebens zu be- 
stimmen, die wir gleich ^r^ji finden. 




Fig. 70. 



^0*) Traite de Qiom. anal, Paris (Ch. Delagrave) 1884, S. 612; 
J. math. spöc. 1887. 

^°5) J. math. sp^c. 1887 u. 1891 an mehreren Stellen. 

10«) »Folium simple« nach G. de Longohamps. S. dessen Q^om. 
de la R^gle^^), Paris (Ch. Delagrave) 1890, S. 126. — H. Beooabd 
im J. math. spöc, 1891. — Auch >Ovoide« und »eigentliches Oval< 
wurde die Kurve genannt. 

^0^ Astronomia nova, Prag 1609, S. 337. 
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Zusatz. Das Einblatt zeichnet man sehr einfach folgendermaßen : 
SP beUebig, ÜF±SP, FD±ÜS, DA±ÜP; dann beschreibt 
Ä die Kurve. Einen symmetrischen Punkt Ä' erhält man durch 
SQ, ÜQ, DA' (s. Fig. 70). Um die Richtigkeit der Konstruktion 
geometrisch zu erweisen, müssen wir wieder zeigen ; daß DA 
bzw. DA' die Hypozykloide einhüllen. Nun ist PQ immer Sehne 
des Kreises über 517 als Durchmesser. Schneidet nun der In- 
kreis 8P in P', 8Q in Q', so ist PP'= SP\ QQ'= 8Q', 
P'Q'±PD(QD). Also ist DQ' die Verlängerung von AD, 
DP' die von A'D. Da aber DQ'SP' ein Rhombus ist, hüUen 
DP' und DQ' die Steinersche Kurve ein. 

109. Wir erhalten eine bemerkenswerte Verallgemeine- 
rung des geraden Dreiblatts und des geraden Zweiblatts, wenn 
wir den Pol für die Fuß- 
punktskurve in einen be- 
liebigen Punkt J des In- 
kreises der Steinerschen 
Kurve legen. Um für 
einen solchen Punkt die 
Fußpunktskurve aufzu- 
stellen, kann man eine 
Bemerkung benutzen, 
die wir schon in "Nt. 5 
machten. Es seien näm- 
lich (Fig. 71) B bzw. A 
die Fußpunkte der Lote 
vom Mittelpunkte bzw. 
vom Punkte J auf irgend 

eine Kurventangente. Fällt man OG ±JA , so liegt, 
während in jeder Lage CA = OB , Punkt C immer auf 
dem Kreis über JO als Durchmesser. 

Diese Tatsache hätte natürlich auch für alle bisher 
betrachteten Fußpunktskurven verwendet werden können, 
sowohl zur Konstruktion als auch zur Aufstellung der Glei- 
chung. Im vorliegenden Falle nehmen wir JO als Polar- 
achse. JBt<J08'=e,<AJ0 = ö, so ist <B08 = ö — ß 
und daher JA = ^ = OA + JO = rcos3(ö — e) + rcosö. 
Setzt man noch f e=Ä , so kann man die Gleichung schreiben 




Flg. 71. 



(18) 



Q = 2r cos(2 — oc) cos(ö — oc) . 



Aus dieser Gleichung geht in der Tat für e = die Glei- 
chung (15), im € = ^7z (oder auch € = 7z) die Gleichung (13) 
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hervor. Die Kurve heißt das »schiefe Dreiblatt« 
(tip^fle oblique). 

Zusätze. 1. Wir erhalten eine Konstruktion, die der für das 
gerade Dreiblatt durchaus analog ist, wenn wir nur in J die 
Kreissehne JF ziehen, die Tangente an die Steinersohe Kurve mit 
J als primärem Punkt ist. Aus dem Früheren wissen wir aber, 
daß diese mit JO den Winkel f e bildet. Legen wir dann (im 
Inkreis) irgend eine Sehne PQ -L JF, so sind die Fußpunkte A , A' 
der Höhen qA, TA' des A FJQ Funkte des schiefen Dreiblatts, 
da die Höhen selbst die Hypozykloide einhüllen; denn die Drei- 
ecke HPF und SQF sind wieder gleichschenklig. 

2. Verlängert man etwa PA' bis P' auf dem Inkreise, so 
ist wieder JP'= JH, P'A'= HA\ Ist nun L der Schnittpunkt 
von JP' mit dem Kreise über JO , so ist JL = LP' und daher 
LA'WJH und LA'=JL, Dies gibt eine neue, sehr bequeme 
Konstruktionsmethode für das schiefe Dreiblatt. Selbstverständlich 
muß aber LA' auch nach rückwärts um sich selbst verlängert 
werden. 

Schneidet man femer das schiefe Dreiblatt mit dem 
Kreise über JO, so muß für die Schnittpunkte cos3(ö — c) = 
sein, wie man aus der ursprünglichen Form der Gleichung (18) 
schließt. Das gibt für ö die drei Werte e + ^jr, e + i^, « + |jr. 
deren Unterschiede je 60° betragen. Also ist das Dreieck der drei 
Schnittpimkte (außer J und den imaginären Kreispunkten, die 
zusammen für 3 + 2 = 5 zählen) gleichseitig. 

110. Auch die Konstruktioii des Einblattes ist einer 
ähnlichen Erweiterung fähig, wenn wir, statt von der 
Spitze CT, von einem beliebigen Punkte J der Steinerschen 
Kurve selbst die Fußpunktsknrve zu bestimmen suchen. 
Statt TJ8 haben wir dann die Tangente JF der Hypo- 
zykloide zugrunde zu legen (Fig. 72). F sei der sekundäre 
Punkt der Tangente auf dem Inkreise; von F geht dann, 
senkrecht zu JF, eine zweite Tangente FJ' an die 
Steinersche Kurve, deren sekundärer Punkt F und deren 
Berührungspunkt J' sei. Dann liegt nach den Aus- 
führungen von Nr. 102 der Mittelpunkt F' von JJ' in dem 
Gegenpunkte von F auf dem Inkreise, der Kreis um F' 
mit Eadius F'J = F'F = F'J' berührt also den Inkreis in .F. 
In diesem Kreise vom Eadius 2r ziehen wir irgend eine 
Sehne PQJlJF, deren Fußpunkt D sei, und projizieren 
D auf JP und JQ m A und A\ 

Da nun < J.D J = ^JPD = < QFD , so schneidet J.2> 
die Hypotenuse FQ im Mittelpunkte Q', der also auf dein 
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Inkreise Kegt. Da AFQ'D gleichschenklig ist, hüllt DQ' 
die Hypozykloide ein und A beschreibt die Fußpunkts- 
kurve. Ebenso ist -^QJD = <^QPF= <^QDA'; also 
schneidet DA^ verlängert die Hypotenuse FP im Mittel- 
punkte P' auf dem Inkreise. DP' ist ebenfalls Tangente 
der Hypo^kloide, A' ein Punkt derselben Fußpunktskurve. 
Setzt man JF = a , J^F = h , nimmt JF als Polar- 
achse, 4^AJF = 0, so findet man JA = q = JDcosO 
= JPcos^O. Da nun JP = acosö + ftsinö, so ist die 
PolargleichungderKurve,diewir »schiefes Zweiblatt« ^^''*) 
nennen, 
(19) ^ =- (« cosö + 6 sinö) cos^ö , 




Flg. 72. 

oder, wenn wir a == 4r cosa , h = 4r sina setzen, 

(20) Q = 4:r cos^ö cos(ö — oc) . 

Für Ä = (6 = 0) gehen Konstruktion und Gleichung 
wirklich in die des Einblattes über. Für (x = \n (a = 0) 
geht aber die Konstruktion in die für das gerade Zweiblatt 

*°'*) G. DB LoNGOHAMPS, J. math. sp^c. 1886. G^m. de la EigU^^) 
S. 122. Daß dieses Zweiblatt Fußpunktskurve der Steinerschen 
Kurve ist für einen Punkt der Kurve , zeigte J. NBü6BB&^®^)y 
S. 19/20. 
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angegebene über. Die Gleichung wird ^ = 4rcos2ösinö. 
Auch diese entspricht der des Zweiblattes, wenn nur die 
Polarachse um 90^ gedreht wird. Daß die Kurve (20) 
eine Spitze mit durchgehendem Zweige hat, ist auch aus 
der Polargleichung zu ersehen. Die Aufetellung der karte- 
sischen Gleichung in den letzten zwei Fällen und alle 
näheren Betrachtungen überlassen wir dem Leser. 



§ 20. Die Koppelkurve des Kurbelgetriebes. 

111. Nachdem wir die Bewegung einer Ebene A' 
gegen eine feste Ebene A betrachtet haben, wo zwei 
Punkte P, Q von A' auf zwei Geraden G , f von A glitten 
(sowie deren Umkehrung), läge es nahe, zunächst die Be- 
wegung zu studieren, bei welcher der eine Punkt (P) als 
Bahn einen Kreis hätte, der andere (Q) eine Gerade. Das 
ist die Bewegung, die man in der Kinematik Schubkurbel- 
bewegung nennt. Aber die bei dieser Bewegung auf- 
tretenden Bahn- bzw. Polkurven bieten einerseits keine 
interessanteren speziellen Kurven dar, andererseits ist die 
Schubkurbelbewegung nur ein spezieller Fall derjenigen 
allgemeineren Bewegung, wo P und Q je auf einem festen 
Kreise von A zu gleiten haben. Der eine Kreis, auf dem 
P läuft, sei (Mittelpunkt 0, Eadius jB), der andere 0' 
(Mittelpunkt 0% Eadius r), der Zentralabstand 00'=^a^ 
die feste Strecke PQ = 1, Die ganze Bewegung wird nun 
durch das Viereck OO'QP vermittelt, dessen Seiten kon- 
stant, aber in den Ecken gegeneinander drehbar sind. Ein 
solches Viereck heißt »Gelenk Viereck«, das Ganze ein 
»Kurbeigetriebe«. 00^ nennt man den Steg, der in 
unserem Falle feststehend gedacht wird, OP und OQ die 
Arme, PQ die Koppel. Wir fragen nach der Kurve, die 
ein mit der Koppel starr verbundener Punkt L beschreibt, 
wenn diese verschoben wird. Die Seiten und Winkel des 
festen Dreiecks LPQ seien der Eeihe nach ljp,q;X^q>,y). 

112. Um zunächst die Gleichung dieser Kurve auf- 
zustellen, nehmen wir als Ajifangspunkt, 00' als 
a? -Achse, l^ennen wir dann noch den Winkel, den die 
Seite PL mit der a?-Achse bildet, co, so hat man, wenn 
L, P, Q bzw. die Koordinaten a?, y; f > ^; ^% V^ haben 
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^'= X — p cos(a> + ^) j 
rj^=y -- p siii(ö> + k) . 



f = a? — g coso) , 
fj =» y — g sin CO , 

Setzt man diese Werte in die Kreisgleichungen 

L 




Fig. 73. 

SO ergeben sich die beiden Gleichungen 

2 p [(a? — a) cosA + y sinA] cosco — [(a? -- a) sinA — y cosA] sinco 

= (a? — a)2 4- 2^2 ^ p2 _ ^2 ^ 

29a7C0sa> + 2gysincü = a?^ + 2/^ + 5[^ — ^^ • 

Berechnet man hieraus cosa> und sinco und setzt die ge- 
fundenen Werte in die Gleichung cos^co + sin^co = 1 , so 
erhält man für die gesuchte Gleichung der Koppelkurve 



(1) 



U2 + V2 = W«, 



(2) 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist 

U ^ p[{x — a) cos A + y sinA] {x^ + y^ + q^ — -ß^) 

— qx[{x - a)2 + y^ + p^ — r«] , 
y ^p[{x — a) sin A — y cosA] {x^ + y^ + q^ — -B^) 

+ ay[{^ — o)^ + y^ + p^ — r^] 1 

W ^ 2pg[sinA[a?2 -|- ^2 _ ^^ __ ay ctgA] . 

Das Quadrieren von U und V, sowie das Ordnen der 
Glieder, wie auch im folgenden einige Eechnungen, müssen 
wir dem Leser überlassen. Wir sehen, daß die Koppel- 
kurve eine Kurve 6. Ordg. ist. Auch bemerkt man so- 
fort, daß die unendlich ferne Gerade die Kurve nur in 
den imaginären Kreispunkten (je dreimal) trifft. Be- 
stimmen wir die Tangenten in diesen Punkten nach einer 
der von uns schon öfter angewendeten Methoden, so er- 
geben sich die drei Geradenpaare 

aj2 + y2 = , 

{x-a)^ + y^ = 0, 

f a? — ^ COS99) + (y — -^ sin 99) = . 

Die Kurve hat also die imaginären Kreispunkte zu 
dreifachen Punkten und die Punkte 0(a? =« 0, y = 0), 
0^{x = a, y = 0), ferner einen weiteren Punkt O'' mit 
den Koordinaten x= qaco^qjjl, i/ = qamKpll zu außer- 
ordentlichen Brennpunkten. Setzt man nun diese Ko- 
ordinaten JT , y in die Gleichung des Kreises W = , so 
erfüllen sie diese, denn es kommt g/2 = sin(9? + A)/sin>l. 
Alle drei außerordentlichen Brennpunkte O, 0% 0'' liegen 
also auf dem Kreise W . 

113. Der Kreis W kann aber auch Doppelpunkte 
enthalten. Denn in allen Punkten der Koppelkurve, wo 
etwa W = und V = ist, woraus von selbst U=0 
folgt, sind solche, nach der Form der Gleichung (1). Nun 
ist aber V (wie auch U) eine zirkuläre Kubik und hat 
demnach mit dem Kreis W im Endlichen nur noch 
vier Schnittpunkte. Einer davon ist a? = a , y = , d. i. 
der Punkt 0\ Dieser liegt aber nicht aiif U . Es bleibt 
nachzuweisen, daß U durch die drei anderen Schnittpunkte 



(3) 
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geht^®*). Betrachten wir die Schnittpunkte von V und U . 
Deren müssen es 9 sein. Davon fallen 4 in die Exeis- 
punkte, da sich die Kubiken dort berühren, 2 liegen dort, 
wo der Kreis K ^a?^ + y* + g^ — JK* = den. Kreis 
K' = {x — a)^ + y^ + p^ — r^^O schneidet. Nun findet 
man ohne Schwierigkeit 

(4) 2g(yU+a?V)=K-W. 

Wo also U = und V = ist, muß entweder K = oder 
W = sein. Da nun auf K nur 2 endliche Schnittpunkte 
liegen können, liegen in der Tat die 3 übrigen auf dem 
Kreise W und sind Doppelpunkte der Koppelkurve. 

Der Kreis W hat aber den Mittelpunkt a7 = ^a, 
y=^:^actgX. Es ist also der Kreis über dem Steg 00% 
der den Peripheriewinkel X faßt. Daher ist -^00^0'= Xj 
und da sich außerdem für 0" ergibt yjx = tg^ , so ist 
Z\0''00'co ALPQ . Wir können so das Ergebnis unserer 
Betrachtungen in folgenden Satz zusammenfassen ^^^) : 

Die Koppelkurve des Kurbelgetriebes ist eine trizirlcu- 
lare 8extiJc mit drei außerordentlichen BrennpunMen, deren 
zwei in die Stegenden fällen ^ während der dritte mit dem 
Steg ein dem erzeugenden Breieck gleichsinnig ähnliches 
Dreieck bildet. Sie hat ferner immer drei Doppelpunkte, 
die auf dem Umkreise des Dreiecks der drei Brennpunkte 
liegen. 

Wir bemerken noch, daß der eine dieser drei Doppel- 
punkte imm^r reell sein muß, während die beiden anderen 
konjugiert imaginär sein können. Da eine Sextik im 
Maximum ^(6 -- 1) (6 — 2) = 10 Doppelpunkte besitzen 
kann und wir schon 2 • 3 + 3 = 9 gefunden haben, kann 

^^^ Dieser Nachweis fehlt bei F. Ebmeb, Leitfaden der techn. 
wichtigen Kurven, Leipzig 1906; S. 49. Auf dieses Buch yerweisen 
wir im übrigen den Leser, der eine ausfdhrliche analytische Dar- 
legung der bei der »Dreistabbewegung«; wie man die oben be- 
hiuidelte Bewegung auch nennt, und deren Unterfällen auftretenden 
Bahn- und Polkurven wünscht. Synthetisch bebandelt dasselbe 
BuBMBSTBB; Lehrt, d. Kinematik , Leipzig, Arthur Felix, 1886, 
S. 283—354; beide mit vielen Figuren. 

^^ Diesen Satz stellte zuerst S. Bobbbts auf in der Abhandig. : 
On thret^r motion in plane space, Proc. Lond. math. Soc. 7, 1876, 
14—23, wozu man auch Catlby, ebd. S. 136—166 (= Coli, Pap, IX, 
S. 551—581) vergleiche. 
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höchstens noch einer vorhanden sein. Einen solchen Fall, 
wo also die Kurve rational ist, zeigt unsere Figur. Dieser 
zehnte Doppelpunkt kann aber auch fehlen, und man er- 
hält durch Lösen des Knotens {Alg. K. § 24) sofort zwei 
neue Formen der Koppelkurve ^^®). 

Zusatz. Es wird dem Leser, wenn er etwa an die drei Brenn- 
. punkte der kartesischen Ovale denkt, einleuchten, daß auch hier 
von den drei Brennpunkten , 0', 0'' nicht einer, etwa 0^% aus- 
gezeichnet sein kann. Li der Tat stellte schon S. Bobbbts den 
Satz auf, daß dieselbe Koppelkurve noch durch zwei andere 
Kurbelgetriebe über 00^' bzw. 0^0^^ als Stegen und mit Koppel- 
dreiecken, die dem ursprünglichen ähnlich sind, wobei nur immer 
eine andere Seite als Koppel auftritt, erzeugt werden kann. Den 
Beweis dieses Satzes übergehen. wir hier. 

114. Eine auch praktisch besonders wichtige Speziali- 
sierung der Bahnkurve des Kurbelgetriebes tritt dann ein, 
wenn der beschreibende Punkt L auf der Koppel PQ selbst 
liegt. Diese werde durch L im Verhältnis q : p geteilt. 
Der Kreis W geht dann in die a?- Achse (zusammen mit 
der unendlich fernen Geraden) über. Der dritte Brenn- 
punkt 0'^ teilt die Strecke 00' im Verhältnis q:p und^ 
die drei notwendigen Doppelpunkte liegen auf derselbem 
Geraden, gegen die die Kurve symmetrisch ist. AucIl 
diese besondere Koppelkurve hat natürlich noch die ver- 
schiedensten Formen. Der meist verwendete Fall ist der^ 
daß R = r und q = p genommen wird. Setzt man dann. 
21 statt l und 2 a statt a, so wird die Gleichung der 
Kurve, die nun »Wattsche Kurve «^^^) genannt wird, 
wenn man noch den Anfangspunkt in den Mittelpunkt 
von 00' legt, 

(5) (x^ + y^) (a?2 + y2+Z2-r2_a2)2 _|_ 4 ^2 y2^a^2^y2_^2) _ . 

Die Kurve ist nun gegen beide Achsen symmetrisch. . Der 
eine Doppelpunkt liegt im Anfangspunkt (zugleich mit 
dem dritten außerordentlichen Brennpunkt), die beiden 
anderen haben die Abszissen +'\/r^ + a^ — P . Verlegt man 



^^°) Die Koppelkurven zeichnet man sehr leicht mittels des 
auf Pauspapier gezeichneten A LFQ , 

"1) Bibliographie im Interm^d. math. 4, 1897, 184. 
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in einen solchen Punkt den Anfangspunkt, so findet man 
als Gleichung des Tangentenpaares 

a?2(f2 + a« - «2)2 + a^y^{a^ -P) = o , 

Biese Doppelpunkte sind also Knoten, wenn l>a (Fig. 74), 
isolierte Punkte für Z < a (Fig. 75). Dazwischen liegt der 




ng. 74. 




Flg. 76. 



Fall 1 = a. Für diesen Wert von l zerfällt aber (5) offen- 
sichtlich in den Kreis x^ -\-y^ — r^ = und die Kurve 

(6) (a?2 + y^){x^ + y^- r^) + ^a^y^ = . 

Dies ist, wie der Vergleich' mit Gleichung (1) in Nr. 9 
zeigt, . eine Boothsche Lemniskate. Hienach wird sich der 
Leser den Übergang unschwer vorstellen. Der Grund für 
das Auftreten der Boothschen Lemniskate wird in Nr. 118 
deutlicher werden. 

WnLSiTHBBi Spezielle ebene Kurven. 11 
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Der Anfangspunkt 0'' ist, wie schon gesspgt, selbst 
ein Doppelpunkt und zwar, da in der Gleichung (5) die 
Glieder 3. Ordg. in x^ y fehlen, ein Inflexionsknoten. 
Wenn Z < a , welche Bedingung in der Praxis immer er- 
füllt ist, treten noch weitere vier Inflexionspunkte auf 
(Fig. 75), die bewirken, daß, insbesondere bei günstigem 
Verhältnis von a , r , Z , die Kurve sich im Anfangspunkt 
an eine Gerade ziemlich eng anschließt, so daß das Ge- 
triebe auf eine kurze Strecke, wie sie etwa für den Kolben 
einer Dampfmaschine nötig ist, eine angenäherte Gerad- 
führung leistet. Selbstverständlich gut dies überhaupt 
nur, wenn der Doppelpunkt ein Knoten ist. Da aber das 
zugehörige Tangentenpaar die Gleichung hat 

x^{r^+a'^-PY+y'^{r+a+l) {r+a-l) (r-a-f Z) (r-a--Q=0 , 

so gibt es eine Anzahl von Fällen, wo ein isolierter Punkt 
(auch ein Berührungsknoten) auftritt, deren nähere Dis- 
kussion wir dem Leser überlassen. 

115. Die Polkurven für ein Kurbelgetriebe, dem ein 
Gelenkviereck von allgemeinem Typus zugrunde liegt, sind 
zu kompliziert, als daß sie für die tiefere Einsicht in die 
l^atur der Bewegung von Nutzen sein könnten. Wenn 
wir aber ein spezielles Viereck wählen, so vereinfachen 
sich Pol- und Bahnkurven durch Abtrennen von Kreisen 
und Geraden, und wir erhalten Eesultate, die auf früher 
schon betrachtete Kurven ein neues Licht werfen. Der 
erzeugende Punkt L sei dabei zunächst wieder ein be- 
liebiger Punkt der Koppelebene. 

Das Gelenkviereck möge erstens ein Parallelogramm 
sein {E = r ^ l = a) . Wir sahen schon in der vorigen 
Nummer, daß der Mittelpunkt der Koppel PQ dann 
eine Boothsche Lemniskate beschreibt. Wenn der Leser 
aber die Fig. 74 beti*achtet, oder noch besser sich selbst 
entwirft, so wird er bemerken, daß nur der äußere Teil, 
der schließlich (für Z = a) in einen Kreis vom Eadius r 
übergeht, von dem konvexen Viereck POO'Q beschrieben 
wird, während für den inneren Zug, der bei l = a allein 
in Betracht kommt, das Viereck sich überschlägt, so daß 
es die Form der Fig. 76 oder Fig. 77 annimmt. Das 
System heißt dann eine »Zwillingskurbel«. Wir betrachten 
zunächst die erstere Figur, wo, a';>r vorausgesetzt, 00' 
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wie bisher als fest betrachtet wird. In diesem Falle 
drehen sich die Eadien OP und O'Q immer im entgegen- 
gesetzten Sinne, weshalb das Getriebe »gegenläufig« ge- 
nannt wird. 

Das Momentanzentrum M befindet sich im Schnitt- 
punkte der beiden verlängerten Kreisradien OP und O'Q . 
Da nun die Figur in jeder Lage symmetrisch gegen die 
Winkelhalbierende M8 des Winkels {OMO') bleibt, so ist 
JtfP = JfO' und daher OJf — Jtf^O'=OP = r. Aus diesem 
Grunde beschreibt M in der festen Ebene eine Hyperbel H 




mit und 0' als Brennpunkten und der Achsenlänge r . 
Für die bewegliche Polbahn muß man einen Augenblick P 
und Q fest denken. Dann ist ebenso QM — MP = Q0' = r. 
Die durch ein Kurbelgetriebe vermittelte Bewegung ist ja 
überhaupt zu sich selbst dualistisch. Die bewegliche Pol- 
bahn ist also eine der festen kongruente Hyperbel H% 
die zu ihr immer symmetrisch liegt in bezug auf die ge- 
meinschaftliche Tangente MS . Die Hyperbeln H und H' 
rollen demnach so aufeinander ab, daß sie sich stets in 
homologen Punkten berühren. 

116. Wenn wir uns nun an den beim AbroUen zweier 
kongruenten Parabeln schon beobachteten Vorgang er- 
innern, finden wir hier ebenso leicht die Trajektorie eines 

U* 
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mit der Koppel PQ bzw. mit der Hyperbel H' fest ver- 
bundenen Punktes L . Diesem Punkte L entspricht näm- 
lich bei jeder Lage des Systems derselbe Punkt Lq der 
festen Ebene als Symmetriepunkt in bezug auf M8. Der 
Schnittpunkt N von LLq mit der Symmetrieachse MS 
beschreibt aber, wenn H' auf H abrollt, die Fußpunkts- 
kurve von Lq in bezug auf die Hyperbel H . Die Trajek- 
torie des Punktes L ist also die von Lq aus durch Ver- 
doppeln der Eadienvektoren erhaltene ähnliche Kurve, 
Fußpunktskurve einer Hyperbel von den doppelten Dimen- 
sionen ^i*). Wir haben den erzeugenden Punkt L im Innern 
der Hyperbel H' angenommen, so daß die Kurve, im Gegen- 
satz zu der von Fig. 6, einen isolierten Punkt in Lq erhält. 




ng. 77. 

117. Nicht wesentlich anders sind die Verhältnisse, 
wenn a<r (Fig. 77). Das Getriebe ist dann »gleichläufig«. 
Das Momentanzentrum M liegt immer im Kreuzungspunkt 
der beiden Arme OP , O'Q . Da die Figur wieder gegen 
die den Winkel {OMQ) halbierende Gerade M8 symmetrisch 
ist, hat man OM + 0'M = 0M + MP = r . Daher sind die 
feste wie die bewegliche Polbahn Ellipsen E bzw. E' mit 

^^^) Die Rollkurven, die beim Zwillingskurbelgetriebe auf- 
ireten, werden schon in Klügfbls Math. Wörterbuch, Leipzig 1805, 
n. Bd., S. 128 erwähnt. 
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O jO' bzw. P , Q als Brennpunkten und r als großer Achse. 
Sie berühren sich in M und liegen immer symmetrisch zu MS. 
Der mit der Koppel PQ fest verbundene Punkte beschreibt 
die Fußpunktskurve einer Ellipse, die man erhält, wenn 
man die Figur von dem zu L in bezug auf MS sym- 
metrisch liegenden Punkte Lq aus ähnlich verdoppelt. 
Wir haben auch hier den beschreibenden Punkt so ge- 
wählt (im Innern der Ellipse E), daß eine Form mit iso- 
liertem Punkt auftritt. 

118. Irgend ein Punkt der Koppel selbst ist sym- 
metrisch zu einem Punkte der großen Achse 00\ Daher 
beschreibt ein solcher Punkt eine symmetrische Kurve. 
Der Mittelpunkt A von FQ entspricht aber dem Mittel- 
punkt 0'' des Kegelschnitts. Daher beschreibt A eine 
Boothsche Lemniskate. Ist das System gegenläufig und 
a = ry2 , so ist die Bahn von A eine Bernoullische Lemnis- 
kate. Die Punkte P und Q selbst beschreiben, wie wir 
wissen, Kreise. Dies könnte umgekehrt zum Beweise da- 
für dienen, wenn diese Tatsache dem Leser nicht schon 
aus der Kegelschnittslehre bekannt wäre, daß die Fuß- 
punktskurven der Kegelschnitte in bezug auf die Brenn- 
punkte , 0' die Kreise über der großen Achse als Durch- 
messer sind. Sie haben 0'' als Mittelpunkt und \r zum 
Badius. 

Bern. Wir glaubten dem Leser diese geometrischen Ab- 
leitungen nicht vorenthalten zu sollen, da sie leicht und nützlich 
sind, müssen aber dann auf die analytische Bestätigung, die ja 
der Leser sich selbst verschaffen kann, verzichten. Wir erwähnten 
schon, daß im Falle der Schubkiirbel, wo einer der Grundkreise 
in eine Gerade ausartet, keine bemerkenswerten Kurven auftreten. 
Die Umkehrung der Schubkurbelbewegung ergibt die Schleifkurbel- 
bewegung, die, wenn dann der zweite Kreis ebenfalls in eine Ge- 
rade ausartet, in die Schleifschieberbewegung übergeht. Diese 
haben wir, soweit sie uns Interesse bot, schon in § 11 betrachtet. 
Vor allem sahen wir, daß beim symmetrischen Schleifschieber- 
getriebe als Polkurven kongruente Parabeln aufbieten, denen die 
Fußpunktskurven der Parabel als Bahnkurven entsprechen. Eine 
abschließende Diskussion aller kinematischen Möglicbkeiten liegt 
nicht in unserem Plane. 

119. Zum Schlüsse betrachten wir nur noch eine 
spezielle Form des Gelenkvierecks. Sind nicht die gegen- 
überliegenden, sondern die anstoßenden Seiten gleich — 
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das Viereck also ein Deltoid — und liegt 00' fest, so 
daß 00'= O'Q = a , OP = PQ = ?, so sei wieder Punkt L 
mit der Koppel PQ fest verbunden (Fig. 78). Um zu er- 
kennen, welche Kurve von L beschrieben wird, müssen 
wir ein zweites der drei möglichen Getriebe angeben, durch 
die L dieselbe Kurve beschreibt. 




Fig. 78. 



Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunächst den dritten 
Brennpunkt 0'\ so daß AO"00'co ALPQ , legen dann 
an QO' das AIIQO'^ A0"00' an und verschieben dies 
parallel LQ bis in die Lage P'LQ'. Dann ist, wie auch 
die momentane Stellung des ursprünglichen Vierecks PO O'Q 
sei, e'P'=0'0'^(= 0'/7) = konst., O'Q' = QL = komt. 
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Da die Punkte 0^0^^ fest bleiben, handelt es sich nur 
noch um die Strecke 0''P\ Bleibt auch diese während 
der Bewegung konstant, so können wir 0^0^' F'Q' als ein 
zweites Gelenkviereck nehmen, das mit Hufe des festen 
Dreiecks LQ'P' {co APQL) dieselbe Bewegung vermittelt. 

Nun ist aber LQ:QP = HO' : O'Q , also P'/7: HO' 
= QP : O'Q und ^P'nO'=^ <PQO% da P'H gegen PQ 
und no' gegen QO' um <i/; geneigt sind. Also ist 
AP'nO'c^APQO'. Ferner ist infolgedessen ^0''0'P 
= ^P'O'n (=-J.<00'e) und AO'^O'P ^ AUO'P' (Vier- 
eck 0''0'/ZP' oo Viereck 00' QP). Hieraus folgt nicht 
bloß, daß O^'P' wirklich konstant bleibt, sondern wir 
sehen, es ist immer 0''P'= Q'O' und das neue Gelenk- 
viereck vermittelt also eine Zwillingskurbelbewegung. Da- 
her ist die Bahnkurve von X auch hier die Fußpunkts- 
kurve eines Kegelschnittes. Dieser, sowie der Pol be- 
stimmen sich mittels des Vierecks O'O'^P'Q' wie in der 
vorigen Nummer. 

Auch diese Bewegung kann also durch das Bollen 
kongruenter Kegelschnitte (Ellipsen oder Hyperbeln) auf- 
einander vermittelt werden. Ist 0'0''> O^'P', also a>l, 
so sind es Hyperbeln; wenn a<l ist, Ellipsen. Gehen 
wir aber vom ursprünglichen Getriebe aus, so ergeben 
sich andere Polkurven. Das Momentanzentrum M liegt 
dann im Schnittpunkte der Eadien OP und O'Q (Fig. 78). 
Ist JE der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks OO'QP, 
und betrachten wir das Dreieck MOQ als durch die Trans- 
versale PO 'geschnitten, so ist nach dem Satz desMENßLAOS 
(ohne Eücksicht auf Streckenvorzeichen) 

(7) OP . JtfO'. QE=MP' QO'^ OB 

oder, wenn wir OJ!f = ^i, O'M^^q^ setzen und da QJ^ 
= OJE? ist, 

(8) ^^2 = «fei-0- 
Schreibt man dies in der Form 

(8*) 7^1-^2 = a, 

so erkennt man, daß dies die bipolare Gleichung einer 
Pascalschen Schnecke ist (l^r. 64) mit als Doppelpunkt 
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und 00' als Achse. Betrachtet man PQ als fest und 
setzt PM = q', QM = q'' ^ so erhält man ebenso aus (7) 
die Gleichung 

(9) q'-Lq"^i, 

Das ist eine andere Pascalsche Schnecke mit Q als Doppel- 
punkt und PQ als Achse. Ist a > Z , wie in unserer Figur, 
so hat (8*) einen isolierten Punkt, (9) einen Knoten; für 
a < Z ist es umgekehrt. Dies kann man aus (8*) und (9) 
direkt ersehen, oder mittels !N^r. 51 schließen. 



IV. ABSCHNITT. 
ROULETTEN, INSBESONDEEE ZYKLISCHE KURVEN. 

§ 21. Grundbegriffe der natürlichen Geometrie. 

120. Indem wir dieses Kapitel den Kurven widmen, 
die beim Abrollen einer Kurve A auf einer festen Kurve L 
durch Pimkte der Ebene von A erzeugt werden, treten wir 
durchaus nicht aus dem Gesichtskreise der kinematischen 
Geometrie. Wir setzen nur von vornherein die beiden Pol- 
kurven L und A als bekannt voraus. Auch definiert der 
Begriff »Eollkurve« oder »Eoulette« nicht eine ab- 
gegrenzte Familie von Kurven. Vielmehr kann jede Kurve 
durch Abrollen geeigneter Polkurven aufeinander erzeugt 
werden. Wir wollen jedoch in diesem Kapitel vorzugs- 
weise diejenigen Kurven betrachten, die den einfachsten 
Polkurven entsprechen. Das ist in erster Linie die große 
Familie der zyklischen Kurven, für die L bzw. A Kreise 
oder Geraden sind. Des weiteren werden wir verschiedene 
allgemeine Theoreme, besonders in bezug auf Krümmungs- 
mittelpunkte, aufstellen, die auf die schon behandelten 
Eollkurven rückwirkende Anwendung finden können. Außer 
den Krümmungsradien spielen bei Eouletten natürlich die 
Bogenlängen der Polkurven eine hervorragende Eolle. Wir 
werden durch diese Überlegung an die schon öfter gelegent- 
lich eingeführten »natürlichen Koordinaten« ^, s erinnert. 
In der Tat lassen sich diese besonders bei Eollkurven in 
sehr eleganter Weise verwenden. Da wir indessen die 
Kenntnis von deren Anwendung beim Leser nicht voraus- 
setzen wollen, müssen wir einiges Allgemeinere voraus- 
schicken. 

Wir haben bisher unsere Kurven immer mittels irgend- 
welcher, zur Kurve eigentlich nicht in Beziehung stehender 
Koordinaten untersucht. Wirklich war es erst seit Er- 
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findung der analytischen Geometrie möglich, eine solche 
Fülle von geometrischen Tatsachen zu entdecken und zu 
beherrschen. Die sogenannte projektive Geometrie ist heute 
noch keineswegs imstande, auch nur die projektiven Eigen- 
schaften der algebraischen Kurven befriedigend darzustellen. 
Für metrische Eigenschaften und für transzendente Kurven 
versagt sie fast völlig. Trotzdem ist nicht zu bestreiten, 
daß die Anwendung der kartesischen Koordinaten auf die 
geometrischen Gebilde deswegen etwas Mißliches hat, weil 
sich die Gleichung sofort vollständig ändert, wenn wir der 
Kurve eine andere Lage geben, oder, was dasselbe ist, das 
Koordinatensystem ändern. 

121. Aus diesem Grunde hat man schon vom An- 
fange des 19. Jahrhunderts an den Versuch gemacht, 
solche Größen als Koordinaten einzuführen, die der Kurve 
selbst eigentümlich, vom Achsensystem aber unabhängig 
sind 11^). Erst die Lehre von den kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppen, die das Lebenswerk von Sophus Lie 
(1842—1899) bildet, entschied endgültig, welche Größen 
dies seien und gab den eigentlichen Grund dafür an. Da- 
nach müssen diese Größen gegenüber der dreigliedrigen 
Gruppe der Bewegungen in der Ebene (d. h. gegenüber 
den cx)2 Translationen in Verbindung mit je cx>^ Eotationen) 
»invariant« bleiben. Da dies für jede stetig ausgeführte 
Bewegung gelten muß, die man sich aus unendlich vielen 
unendlich kleinen Bewegungen zusammengesetzt denken 
kann, nennt man Größen solcher Art »Differentialinvari- 
anten« . Eine solche Größe ist offenbar das Krümmungsmaß Tc 
oder dessen reziproker Wert l/fc = Ä , der Krümmungs- 
radius. Dieser ist eine »Differentialinvariante zweiter Ord- 



*^') K. Ch». Fr. Krausb, Novae Theoriae linearum curvarum etc, 
hrsg. V. H. SoHRÖDBB, München 1835. — A. Pbtbes, Neue Kurven^ 
lehre, Dresden 1838. — W. Whewell in Trans. Cambr. Phil. Soc. 
8 (1849) und 9 (1851). Dieser nannte solche Koordinaten »in- 
trinsic«, was von E. Lampe im Jahrb. Fortschr. Math. 19 (1890), 
S. 699 mit »natürlich« wiedergegeben wurde. Auch l'Abbä Agüst 
gebraucht in seinem noch nicht genügend gewürdigten Buche 
„Analyse infinitesimale des Courbes planes** Paris (Gauthier- Villars) 
1873, 418 S. 8°, die Bezeichnung »coordonn6es naturelles« für die- 
jenigen Größen, auf denen er sein System aufbaut. S. den Be- 
richt über den gegenw, Stand der Zehre von den natürl, Koord, von 
E. WöLFFiNG, Bibl. math. (3) 1, 1900, 142—159. 
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nung«, da sein Ausdruck in x, y den zweiten Differential- 
quotienten enthält. Nun läßt sich zeigen i^*), daß jede 
andere bifferentiaJinvariante eine Funktion von Ä (bzw. Tc) 
und den Ableitungen von ^ nach dem Tangenten winkel t , 
den die Tangente mit einer festen Eichtung bildet, oder, 
da ds ^ ^dr , nach dem Bogen s ist. 

122. Sind nun z. B. der Krümmungsradius Ä und 
seine Ableitung nach s als Funktionen der Abszisse co ge- 
geben 

(1) ^=0{x), ^=W{x), 

so liefert die Elimination von x eine Gleichung 

(2) 47 = ^(^)' 

die vom Koordinatensystem ganz unabhängig ist und die 
Kurve vollständig charakterisiert. Es ist diese Gleichung (2) 
immer eine gewöhnliche Differentialgleichung 3. Ordnung 
in X, y , deren Lösung nach einem Lieschen Satze, da ihre 
Gruppe bekannt ist, immer durch Quadraturen möglich 
ist^^^). Beachten wir die geometrische Bedeutung der vor- 
kommenden Größen, so erhalten wir aus (2) zunächst 

(3) «=/(«), 

wobei die Integrationskonstante in / eingeschlossen sein 
mag. Diese Gleichung (3) im speziellen heißen wir »natür- 
liche Gleichung« einer Kurve. Gegenüber (2) hat sie 
den kleinen l^achteil, daß sie eine zu 8 additive Konstante 
enthält, die durch den Anfangspunkt der Bogen bestimmt 
werden muß, aber den großen praktischen Vorteil, daß sie 
keine DiEferentialquotienten enthält. Ihre Theorie hat be- 
sonders E. CesIro ausgebaut, dessen Entwicklungen wir 
im folgenden häufig benutzen ^i^). Da ferner, wenn t gegen 
eine als a?-Achse dienende Gerade gemessen wird, 

/Ä\ dx dy 



^^*) Siehe z. B. Einfuhrung in die Theorie der Curven von 
G. SoHKFFKRs. Leipzig (Veit & Comp.) 1901, S. 42—55. 

**') Vgl. LiB-SoHKFFBRS, Diff.-GL mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen, Leipzig 1891, S. 562—66. 

***) Vgl. dessen vorl. über natürliche Geometrie, herausgeg. von 
G. KowALBwsKi, Leipzig 1901. 
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während man für r (Ädr = da) hat 

fds 



d» '-ß, 



so ergibt sich die Parameterdarstellung in rechtwinkligen 

Koordinaten 

(6) X = /cosT ds , y = /sinr ds 

oder 

(6*) a?=/ÄC0STdT, y = j^ sinr dr , 

die durch Elimination von x (oder s) auf die kartesische 
Gleichung führt. Diese enthält in der Tat drei willkürliche 
Konstante, die durch die Quadraturen (5) und (6*) herein- 
kommen. Setzen wir t = t + a , so ergibt sich nach (6*) 
t t 

X = co&ocj^coBtdt — miocj^sintdt + a 



(6t) 



«0 k 

t t 



y = co^ocj^Bintdt + sinÄrKcos<d* + h 



Die so dargestellte Kurve geht aber durch die Trans- 
formation der Koordinaten 

{X = jTCOsa — ysina + a 
y = xsina +ycosa + h 

aus der Kurve 

t t 

(8) x=f^coBtdt, t/=-f^&mtdt 

hervor. Gleichung (6+) gibt also nur alle c»» Lagen der 
Kurve (8) gegen ein festes Koordinatensystem. Damit ist 
erwiesen, daß alle durch Gleichung (3) oder (2) dargestellten 
Kurven kongruent sind. Umgekehrt entspricht jeder Kurve 
eine einzige Gleichung (2), aber oo^ Gleichungen (3), die 
alle durch die Transformation g = s + c auseinander her- 
vorgehen. 

Beisp. Da wir Kurven mit einfachen natürlichen Gleichungen 
noch nicht kennen, wollen wir nur den Fall betrachten, daß die 
Krümmung konstant, ^ = a sei. Wir erhalten aus (5) z = sla, 
aus (6*) cc = — asinr, y = acosT, wo wir alle Konstanten auf 
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Grund des gegebenen Beweises wegließen. Die kartesische Gleichung 
ist also jc" + y" = a'. Das ist, wie vorauszusehen war, der Kreis mit 
dem Badius a . Ist a = 0, so geht er in einen Punkt über. Wird 
a = oo , so ergibt sich t = (oder konstant) und xjy = (oder 
konstant); das ist selbstverständlich die Gerade. 

123. Die natürlichen Koordinaten würden wenig Wert 
haben, wenn wir sie nicht ohne Vermittlung eines festen 
rechtwinkligen Achsensystems zu gebrauchen verständen. 
Freilich können wir, um die Lage eines Punktes gegen- 
über der Kurve zu fixieren, ein solches doch nicht ganz 
entbehren. Aber wir werden es mit dem Punkte A , auf 
den sich ^ und s der natür- 
lichen Gleichung beziehen, 
beweglich machen, so zwar, 
daß die Tangente des Kur- 
venpunktes d?- Achse, die 
Normale ^-Achse ist. Nen- 
nen wir dann x und y die 
Koordinaten eines (im all- 
gemeinen nicht fest gegen 
die Kurve gedachten) Punk- 
tesPinbezugaufdasSystem 
der Tangente und Normale 
des Kuryenpunktes A , so 
sind Xj y Funktionen von 
8y und die Koordinaten des 

Punktes P' , der aus P hervorgeht, indem man A in die 
unendlich benachbarte Lage A' überführt (Fig. 79), sind 
in bezug auf das System der Tangente und Normale in A^ 
bzw. x + dx, y + dy . Nennen wir die Verschiebungen 
von P gegen das ursprüngliche System dx und dy , so be- 
stehen zwischen den Koordinaten von P' in bezug auf 
beide Systeme die folgenden Gleichungen, wo Ax, Ay , Ar 
die Koordinaten von A^ im alten System sind: 

X + dx = Ax + {x + dx) cos Jr — {y + dy) sin Jt 

= X + Ax :{• dx — y Ar j 
y + dy =^ Ay + {x + dx) sin Jt + {y + dy) cos Jt 

'^y + Ay + dy + xAt . 




Fig. 79. 
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Dividiert man hier mit da (=J«==<5«) und bemerkt, daß 
UmAy/Ax = und also UmAylAs = 0, lim Ja?/J« = 1 ist, 
so erhält man die wichtigen Fundamentalformeln 

^^^ ds" d8 ^ "^ ' ds'' ds'^ ^' 

Ist der Punkt P in der Ebene der Kurve fest, so sind 
dx und dy Null, und wir erhalten aus (9) die für die 
Unbeweglichkeit von P notwendigen und hinreichenden 
Bedingungsgleichungen 

(10) ^ = X_i ff3^ = _^ 

Dieselben Bedingungen lauten in Polarkoordinaten 

/-,-ix ^Q a dO 1 . sinÖ 

(11) -^ = — cosö , -=- = — -^ H . 

ds da V Q 

Will man ferner die Bedingungen für die Unbeweglichkeit 
einer Geraden aufstellen, die durch den Abstand p vom 
Anfangspunkt und den Neigungswinkel co gegen die Tan- 
gente gegeben ist und also die Gleichung hat 

(12) X sino) — y coso) + p = , 

so ist zu bedenken, daß aU ihre Punkte {x, y) den Glei- 
chungen (10) genügen müssen. Differenziert man nun (12), 
so ergibt sich unter Benutzung von (10) 

(a?cosö> + y sincü) [-^ + ^] + [-57 ^ sinö>] = . 

Es müssen demnach, soll diese Gleichung für unendlich 
viele Werte von x, y erfüllt sein, die Ausdrücke der 
eckigen Klammern einzeln verschwinden, d. h. es muß 

Mo\ ^^ 1 dp . 

sein. Diese beiden Bedingungen sind auch direkt geo- 
metrisch verständlich. 

124. Ist nun aber der Punkt P gegen die Kurve 
nicht unbeweglich, seine Koordinaten x, y also solche 
Punktionen von s , daß die Gleichungen (10) nicht erfüllt 
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sind, so müssen wir uns die Aufgabe stellen, den Ort P 
von P in natürlichen Koordinaten Ä, 5 darzustellen. 
Wir müssen demnach versuchen, auch ^ und s als Funk- 
tionen von 8 darzustellen. Kun hat man ohne weiteres 
ds^ = dx^ -{^ dy^ = x^ds^y also 

(14, i =/«.., wo «._(-- | + l)'+(^ + i)'. 

Um Ä in gleicher Weise als Funktion von 8 zu erhalten, 
müssen wir die Belation zwischen den Tangentenwinkeln 
betrachten. I^ennen wir die 
Neigung der Tangente von P im 
Punkte P gegen die a?- Achse it> , 
dann ist tg* = dy/dx und der 
Neigungswinkel der Tangente in 
^' gegen die a?'- Achse gleich 
d + Äd . Nennen wir ferner den 
Tangentenwinkel der Kurve P 
selbst T, so daß also die Tan- 
genten in P und P' den Win- 
kel dr bilden, so ist offenbar 
(vgl. Mg. 80) '» + dr = dT +^d» , 
also dT = dr + d'&y wenn dr und 
dr im nämlichen Sinne gemessen 
sind. Hieraus ergibt sich aber durch Division mit d8 




Flg. 80. 



/1R\ ^ 1 . d& 



WO 



'^'-^' 



so daß aus (14) und (15) schließlich nur noch s zu eli- 
minieren ist, damit die natürliche Gleichung von P sich 
ergebe. 

Beisp. Wir tragen auf der Tangente vom Berührungspunkte Ä 
aus die von einem festen Punkte 8 der Kurve (im Sinne der 
Drehung der Tangente) gemessene Bogenlänge bis P auf. Dann 
hat der Punkt P die Koordinaten x = — 8 , y = 0, Der Ort des 
Punktes P ist nach unseren früheren Erläuterungen (Nr. 81) die 
Evolvente P der Grundkurve, die in 8 mit einer Spitze ansetzt. 
"Wir erhalten nach (9) dxjda^^O, Sy/ds = s/^ , also i? = f;r, 
x_=8l^. Hiemach kommt aus (14) d8 = sd8l^ und aus (15) 
^ = 8 . Di^e Gleichungen stimmen mit den seinerzeit für die 
Evolute gegebenen [Nr. 81 (10)] völlig überein. Für 8 = ist 
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wirklich ^ = , d. h. die Evolvente hat eine Spitze, die wegen 
^ = ^jt auf der Grundkurve senkrecht steht. 

Für die bekannteste und in natürlichen Koordinaten ein- 
fachste Evolvente, die »gewöhnliche Kreisevolvente«, ergibt sich 
hiemach die Gleichung 
(15a) ^ = 2a8, 

wo a der Badius des ELreises ist und die Striche über den Koor- 
dinaten weggelassen wurden. Da man für t den Wert ^/a erh&lt, 
^ aber mit dem abgewickelten Kreisbogen ins Unendliche wächst, 
so wächst auch t unbegrenzt, d. h. die Kurve geht von der 
Spitze für 8 = aus nach beiden Seiten in immer flacher wer- 
denden Windungen um den Grundkreis herum ins Unendliche. 
Nach (6*) erhalten wir für die Kurve die bekannte Parameter- 
darstellung in kartesischen Koordinaten, auf die Tangente und 
Normale der Spitze bezogen 



(15 a*) 



X 

ö 



= afr cosT dx = a (cost + t sinr) 



T 

y = ajt sinr dx = a (sinr — t cost) 



125. In gleicherweise wie den Ort eines Punktes P 
müssen wir die Einhüllende einer mit s veränderlichen 
Kurve U {x, y, s) = 0* bestimmen. Wir setzen aus der ge- 
wöhnlichen Differentialgeometrie als bekannt voraus, daß 
die Einhüllende identisch ist mit dem Orte der Schnitt- 
punkte unendlich benachbarter Kurven U(«) und U(«+d«). 
Demnach haben wir nur U nach s zu differenzieren und 
die Unbeweglichkeitsbedingungen (10) zu beachten. Be- 
stimmt man also x und y aus den beiden Gleichungen 

,i6,u,.,„.,-o, (|_i)i^_||^+|y=„ 

als Funktionen von » , so ist das Problem auf das in der 
vorigen Nummer behandelte zurückgeführt. 

Beisp. 1. Suchen wir die Einhüllende der Kurvennormale, 
welche die Gleichung x = hat, so ergibt sich d\irch Differen- 
tiation sofort yl^ — 1 = oder t/ = <S, d. h. die Normale berührt 
ihre Enveloppe im £j:1immungszentrum. Hieraus erhält pian 
dxld8 = 0, dyld8 = d^ld8, also wieder s = f d^ =^ ^ und 
d^l^ds = 11^, das sind dieselben Gleichungen wie oben für 
die Evolvente, nur daß die gestrichenen und un^estrichenen 
Koordinaten vertauscht sind. 
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2. Wir können ebenso die Einhüllende einer Geraden be- 
stimmen, die durch den Kiurvenpunkt geht und gegen die Kurven- 
normale immer unter dem Winkel e geneigt i$t. Man heißt solche 
Kurven »Evolutoiden« der gegebenen Kurve. Sie gehen für c = 
in die gewöhnliche Evolute über. Die Gleichung der erzeugen- 
den Geraden ist U ^ y — x ctge = . Die Differentiation ergibt 
(y — ^ ctgs + 0? = . Also ist für den momentanen Berührungs- 
punkt aj = Ä sine cos«, y=^coa^e oder in Polarkoordinaten 
ß = ^cose, $ = ^jt — e. Das gibt den schon von Räaumxjb"^ 
ausgesprochenen Satz: Der Berührungspunkt einer unter festem Winkel 
gegen die Kurvennormale geneigten Geraden mit ihrer ÜJnvdoppe Hegt 
im Fußpunkt des vom Krümmungszentrum des zugehörigen Kurvenr 
Punktes auf die Gerade gefällten Lotes. 

Aus den Werten für x und y hat man ferner 

^x . (d^ , . \ dy (d^ ^ . \ 

-T— = Bine \-j— cos« + Binej , -^ = cos« ( -^— cos« + Binsj , 

so daß 9c gleich dem Klammerausdruck wird. Demnach ist für 
die Evolutoide ^ _ ,^ 

I Ä = ^ sin« H- -^— cos« 

(17) j dz 

[ « = «sin« +/(i^cos« . 

Die erste dieser Gleichungen heißt die Habichsche^^^) Formel. 
Diese wird uns später nützlich sein. Hier sei nur bemerkt: Ist 
^=zay so wird ^ = asin«. Die Evolutoide eines Kreises ist 
also ein konzentrischer Kreis. 

126. Als größere Anwendung der allgemeinen Aus- 
führungen wollen wir noch die natürliche Gleichung eines 
Kegelschnittes aufstellen. Diese ist zwar an sich nicht 
einfach; aber sie interessiert uns, da wir schon Gelegen- 
heit hatten, die naturlichen Gleichungen der Parabel und 
gleichseitigen Hyperbel als spezieller Sinusspiralen kennen 
zu lernen (Nr. 93); andererseits wird sie uns unten (Nr. 199) 
von Wert sein. 

Der Kegelschnitt habe, auf eine Tangente als a?-Achse 
und die zugehörige Normale als i^ -Achse bezogen, die Glei- 
chung 

(18) y = ^{(KX^ + 2ßxy + yy^) . 

Es sei gleich bemerkt, daß die Parabel y = iocx^ den 
Kegelschnitt im Anfangspunkt dreipunktig berührt, so daß 

"5 Mtoi. Ac. Sc. Paris 1709. 
"«) Les Mondes 19, 1869, 33. 

WuLsmnBi Spezielle ebene Kurven. \^ 



(19) 



(20) 
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sie denselben Krümmungsradius Ä = lima?V2y = 1/ä wie 
der Kegelschnitt hat (s. die Formel in Nr. 54). Um die 
natürliche Gleichung von (18) zu finden, suchen wir die 
Einhüllende des Kegelschnittes nach (16), die mit diesem 
identisch sein muß. Wir differenzieren also (18), wobei 
zu beachten ist, daß auch die Koeffizienten (Kj ß, y 
Funktionen von 8 sind und stellen die Bedingungs- 
gleichungen auf, daß die neue Gleichung (19) mit (18) 
identisch sei. Man erhält 

Die Bedingungsgleichungen sind dann 

1 da al . 2\ 

d8 P Ä ' da Pv ^1 ' 

Die erste derselben bestätigt nur unsere obige Bemerkung; 
in Verbindung mit der rechts von ihr stehenden ergibt 
sie sofort 

/o-i\ ü "R d ( 1\ \ d^ d , >2>-i 

Im weiteren ist es von Vorteil, die orthogonalen Invarianten 
des Kegelschnittes zu berechnen. Diese sind ä + y und 
A^(xy — ß^ . Beide Größen bleiben völlig ungeändert, 
welches rechtwinklige System man auch zugrunde legen 
möge. !N^un ist 

^(« + j') = ^(« + y), ^7 = 2^^ 
oder 

Ts iog(« + y) = Ä i«g«"* ' i i«g^ == Ä i«g«'* ' 

alsb, wenn fx und v zwei Konstante sind, 

(22) öc + y = /i«"*, J=v«"*. 

Um nun zur natürlichen Gleichung des Kegelschnittes zu 
gelangen, müssen wir uns nur noch nach einer Belation 
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zwischen ä, ß und den zwei Größen von (22) umsehen. 
Es ist aber 

/J2 A.+ a y = -^ + Ä(a + y) - a« 

oder, wenn wir die bezüglichen Werte einsetzen, 

Danach können wir die gesuchte natürliche Gleichung 
in der Form schreiben 



(24) 






Sind die beiden Achsenlängen 2 a und 2& gegeben, so 
lassen sich fx und v natürlich durch a und h ausdrücken. 
Wir benutzen dazu die Gleichungen (22), indem wir die 
orthogonalen Invarianten für einen Scheitel berechnen. 
Die Gleichung (18) wird dann 

und man erhält, da Ä = h^ja , 

also 

a* 6* 
(26) ^ = :?^ + ^, y = 



a i "" 6« ^ a ' " a-* "" 2^' ' 



&♦ a* a^ 5^ 

Da nun v das Produkt der beiden Summanden von fx ist, 
kann man (24) schließlich' in der Form schreiben 

(27) •■ "« 




nm-^v-m 



Für die gleichseitige Hyperbel {b = ia) ist /i = , für die 
Parabel y = und Mmh^ja = p , also ju = p~i . Dadurch 
gehen aus (27) die früher gefundenen speziellen Formen 
für diese besonderen Kegelschnitte hervor (S. 135). 

VI* 
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Zusätze. 1. Aus den in (20) und (21) gegebenen Werten von a 
und ß läßt sich sehr leicht eine schon von Maolaübin gegebene 
Konstruktion des Krümmungs^entrums der Evolute eines Kegel- 
schnittes ableiten. Der Mittelpunkt des Kegelschnittes (18) liegt 
auf der Geraden 

ax -{- ßy = 0, 

die man durch partieUe Differentiation nach x erhält. Diese geht 
nun durch die angedeuteten Substitutionen, da 

über in 

3 ^sc =• ^y oder yjx = ^/i ^ . 

Ist nun C der Krümmungsmittelpunkt für den Punkt A des Kegel- 
schnittes, C der für die Evolute in bezug auf den Punkt und 
trifft CC den Durchmesser von A im Punkte Q, so ist CQ = ^^, 
Der Krünmiimgsradius der Evolute ist also dreimal so groß wie 
die Strecke CQ . 

2. Wegen einer späteren Anwendung wollen wir noch die 
Polarkoordinaten der Brennpunkte für ein aus Tangente und 
Normale bestehendes Koordinatensystem bestimmen. Die beiden 
Radien Vektoren zu den Brennpunkten seien q, q^, die auf die 
Tangente bezogenen Polar winkel , 6' , dann ist e + ö' = 2a, 
0-\-0'=n , Gemäß den Unbeweglichkeitsbedingungen (11) hat man 

dö^_J^ sinö dS^ 1 sing" 

da ^'^ Q ' ds " ^'^ q' ' 

woraus durch Addition die Gleichung entsteht 

eine schon von db l'Hospital ^^®*) gegebene Formel für den Krüm- 
mungsradius. Liegt eine Hyperbel zugrunde, so ist q — p' == 2 a , 
g + 6' = 2n j und die letzte Formel enthält ein Minus- statt des 
Pluszeichens. Im Falle der Ellipse kann man statt (28) schreiben 

(29) Q(2a — Q) = a'R sinö {=q q') . 

Diese Gleichung ist durch eine weitere zu ergänzen, die man 
aus dem AAFF' mittels des Kosinussatzes erhält. Sie lautet 

4(a2 — 6«) = ß« + q'^ + 2QQ'coQ2e = (q + e^ — *4ee'sin«g 

und schließlich 

(30) a«sin8Ö=6«. 



"«») Anal des inf. petita, Paris. 1. Aufl. 1696, 109. 
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Aus (30) kommt sinö = }/h*la^, aus (29) dann die Gleichung 
e(2 a — e) = r«' h* ^ für die beiden Badienvektoren. 

§ 22. Allgemeine Behandlung der Rollkurven in natürlichen 
Koordinaten. 

127. Wenn wir nun eine Kurve A auf einer fest 
gedachten Kurve L rollen lassen, so ist es für die Vor- 
stellung und die Gestaltung der Formeln bequem, einen 
Moment der Bewegung zu wählen, wo die beiden Kurven 
sich im Berührungspunkte M die konvexen Seiten zukehren. 
Wir müssen dann, um bei den zwei Kurven dasselbe 
Koordinatensystem verwenden zu können, etwa für die 
feste Kurve die Eichtung der y -Achse umkehren und 
also z. B. in den Pundamentalformeln (9) des vorigen 
Paragraphen überall y durch —y ersetzen. Bezeichnen 
wir die Koordinaten der rollenden Kurve mit Äa , «a , die 
der festen nur mit Ä xmd » , so ist für den beschreibenden, 
in der Ebene dieser Kurve festen Punkt P nach den 
XJnbeweglichkeitsbedingungen 

(^\ ^-JL_i i^ ?_ 

^^^ ds,- «, ^' dar «A • 

Die unendlich kleinen Verschiebungen aber, die P gegen 
die feste Ebene erleidet, sind gegeben durch 

_3^^d^ ^ dy ^dy x 

^ ^ ds Ä« "^ « "^ ' d8 d8 « • 

Hier können wir die Werte von (1) einsetzen, da ja 
d8 = dSi sein muß, und erhalten 

^"^^ ds^ Q' ds~~ d' 

wo 

(4) -^ = ^ + ^ 

gesetzt ist. Die Elemente der von P beschriebenen 
Eoulette P nennen wir Ä , s . Ist ferner d' der Neigungs- 
winkel der Tangente in P gegen die a?-Achse (vgl. Fig. 81), 
so hat man tgi? = dyjdx = —xjy , also = d' — \n. Das 
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besagt nichts anderes, als daß die Knrvennormale in P 
durch M , das Momentanzentrum der Bewegung, geht. 

Aus (3) erhält man ferner so- 
fort 
(4a) x = dsld8 = Qia, 

also 

(5) s=f^ds. 

Des weiteren gibt hier die For- 
mel (15) des vorigen Paragra- 
phen, wenn man die positiven 
Eichtungen der Tangente und 
l^ormale von P so orientiert, 
daß sie durch eine einzige Drehung mit den auf L be- 
zogenen zur Deckung gebracht werden können, 

1 d* 




Fig. 81. 



(6) 



X 



« ä» 



und wegen der Unbeweglichkeit von P nach Formel (11) 



(7) 



äs 



de 
da 



^=-^--w,+ 



sind 



Setzt man diesen Wert in (6), so erhält man 
X _ 1 sinö 



(8) 



und wenn man den für x erhaltenen Wert (4 a) benutzt, 
1 1 g_sing 



(9) 



Q ^" 

Die Formeln (5) und (9) gestatten, die natürliche Gleichung 
von P wenigstens in Parameterdarstellung zu geben, sofern 
nur die rechten Seiten etwa durch 8 ausdrückbar sind. 
128. Die Formel (9) dient auch zur Konstruktion 
des Krümmungsradius von P , wenn ^ , ^x imd die Lage 
von P gegeben sind. Zu diesem Zwecke schreibt man 
sie in der Form _ 

lg 
Csinö Qi^-Q) ' 



128. 
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oder schließlich 

(10) 



m 



— + 

Q Q 



1 = (1+M_J.- 



Diese Oleichnng wird die »Savarysche Formel« ^^^) ge- 
nannt. Ans ihr hat schon F. Savaby 
eine sehr einfache Konstruktion von 
Ä hergeleitet, die wir besser ver- 
stehen, wenn wir zuerst einen geo- 
metrischen Hilfssatz ableiten. 

Dieser Hillissatz lautet: Ist ein 
Winkel vom Scheitel A und ein 
Punkt B gegeben j und sind die 
Schnittpunkte einer durch B gehenden 
Geraden mit den Schenkeln des Winkels X, Y (vgl. Fig. 82), 
so ist 




Fig. 82. 



KXB 

Setzen wir ^ABX 
so hat man 



sin(J.5X) 
ß, ^XAB = (Xi, <^BAY=^(X2, 



1 _ sinQg + (Kl) 
XB "" AB-sina, 



sin 08 — Äg) 



BY AB 



sm^s 



also 



+ 



sin/8-sin(Äi + Äg) 



XB ' BY 



AB'&iD.(Xi&m(X2 ' 

woraus sofort (11) folgt. 

Sind nun Gi und G die Kjüm- 
mungsmittelpunkte von A und L 
(Fig. 83), so läßt sich Formel (11) 
jedenfaUs für einen Punkt A in 
bezug auf die Strecken ^ und 9x 
anwenden, der auf einem in M 
zu MP errichteten Lote liegt. Ist 
G das gesuchte Krümmungszen- _ _ 
trum für P, so ist JfP = ^, MG = ^ 




und wenn 



"«) Vgl. Journ. de math. (1) 10, 1845, 204/5. — Die Formel 
selbst war schon Eulbb bekannt (Novi Comm. Acad. Petrop. 11, 
1765, 207, Suppl.: „De fig.dentium rotarum*% 
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wir uns auf der linken Öeite von (10) noch den Fak- 
tor l/sin^^TT hinzudenken, so können wir in bezug auf die 
beiden Strecken q und ^ — ^ die Formel (11) wieder für 
einen auf dem schon genannten Lote liegenden Punkt an- 
wenden. Dieser Punkt A ist daher durch PCx bestimmt, 
und man hat folgende Konstruktion von C: Ziehe in M 
das Lot zu MF, schneide dieses in A durch PCxj dann 
treffen sich CA und PM in C. 

129. Wünscht nun der Leser sofort eine Anwendung 
der bisher gegebenen Theorie, so möge er in Ifr. 138 daß 
Studium der zykloidalen Kurven aufnehmen, um dann 
hierher zurückzukehren. Wir wollen die allgemeine Be- 
handlung nicht unterbrechen und denken uns jetzt mit 
der rollenden Kurve A eine Kurve U fest verbunden, deren 
Einhüllende E wir sucheU;. Eeduziert sich U auf einen 

Punkt, so kommt die Aufgabe 
auf die eben behandelte zurück. 
Wir wollen U dadurch gegeben 
denken, daß 9« nnd Xu =^ dsu/dsx 
als Funktionen von sx bekannt 
sind. Außerdem muß natürlich 
auch die jeweilige Lage des Be- 
rührungspunktes P von U mit 
der Enveloppe E in bezug auf 
das Momentanzentrum M angeb- 
bar sein. Letzteres wird dadurch 
erleichtert, daß wir bereits wissen, 
MP muß eine ^Normale von U 
_ in P sein (!N*r. 38). Wir müssen 
uns dann bestreben, Ä und x = dsjds für die Kurve E 
als Funktionen von s darzustellen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke eine unendlich be- 
nachbarte Lage, wo P nach P^ gekommen und M^ das 
Momentanzentrum ist (MM' = ds , PP' = xds; vgl. Fig. 84). 
Dann schneiden sich MP und M'P' im Krümmungs- 
mittelpunkt C von E und es ist 




Fig. 84. 



oder 
(12) 



PP' :PC = MM' sinö : M C 
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Eine ganz entsprechende Beziehung erhält man, wenn 
man in der beweglichen Ebene die Punkte M^ und Pj 
betrachtet, die den Punkten M und P nach der unendlich 
kleinen Drehung entsprechen. Hier ist nämlich, wenn 
if^Pi und M'P' sich in 0« schneiden, 

oder 

(13) »„:«« = sinö : («u - q) . 

Nun ist aber in der beweglichen Ebene d^ = d«usind, 
iy = — d»uCOSÖ, ilso 

(14) -5— = XuSinö = Xu— , -^ = —Xu cosö = —?«„— . 

Trägt man diese Werte in die sich auf die bewegliche 
Kurve beziehenden Fundamentalformeln ein, die lauten 

^^^^ dsx dB, «X "^ ' ds, «, ds, ' 
so erhält man die Werte 

Diese Ausdrücke kann man nun wieder, da dsx = ds sein 
soll, in die Formeln (2) für die feste Kurve eintragen, 
und man bekommt so schließlich für die Variationen von 
P in der festen Ebene die Formeln 



(17) 



iy (Xu , 1 \ X (Xu . 1\ 



Diese bestätigen einerseits, da dy/dx = —x/y , daß der 
Ort von P mit der Enveloppe von U identisch ist, anderer- 
seits erhält man aus ihnen 

(18) ;, = ;,, + -| . 

Hieraus ist x als Funktion von s zu entnehmen. Aus 
Gleichung (12) erhält man sodann ^ . • 
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130. Setzt man in (18) anstatt x und Xu die sich 
aus (12) und (13) ergebenden Werte ein, so folgt 

« «« Q 



"R-Q Q-^u Q.sinö 
Dies kann man in die Form bringen 



{"R - q){q - "Ru) C2_sinö 
oder schließlich 

'R-Q Q-Itu V« (Rj WD.d 



(19) 

Das ist die Savarysche Formel in etwas erweiterter Gestalt. 
Setzen wir hier ^ — Ä« = ^i , so hat sie genau die Form (10). 
Wir müssen also, wie früher P, so hier das jeweilige 
Krümmungszentrum Cu «mit Gx verbinden, um auf dem 
Lot zu MP den Punkt A zu erhalten (Fig. 83). Die 
Tatsache, daß der Ort von Cu mit dem Ort von P das 
Krümmungszentrum G gemein hat, können wir geometrisch 
besser verstehen, wenn wir bedenken, daß in allen Fällen, 
wo es sich um gewöhnliche Berührungen handelt, die 
Kurve im fraglichen Punkt durch den Kjpümmungskreis 
ersetzt werden kann. Die Bnveloppe eines bestimmten 
Krümmungskreises ist aber gewiß zum Orte seines Mittel- 
punktes parallel. 

Belsp. Ist die Kurve U , deren Einhüllende E gesucht wird, 
eine Gerade, welcher Fall wohl fast ausschließlich der Bechnung 
zugänglich sein wird, so ist ^,, = 00, daher nach (13) «« = sinö, 
was geometrisch selbstverständlich ist. Gemäß (18) ist also 
X = sinö + QJCi und da nach (12) ^ = q>cI(x — sinö) , so hat man 
ür E folgende Darstellung 

(20) 8 = fUine + -|-j ds, ^ = q + dsinO . 

Setzt man dsinO = q, so ist dies die Gleichung eines Kreises, 
der die gemeinschaftliche Tangente der Polkurven in M berührt 
und den Durchmesser Q.= </?Äx/(^+ ^a) hat. Da ^=q + q, 
liegt das Krümmungszentrum von E immer auf diesem Kreise, 
wenn U eine Gerade ist. Der Grund hiervon wird, wie der 
eigentliche Charakter dieses Kreises, aus dem folgenden Para- 
graphen ersichtlich werden. 
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§ 23. Die de la Hireschen Kreise. 

131. Wir nahmen im vorigen immer die Kurve L als 
fest an, A als beweglich. Die erhaltenen Formeln sind 
aber in Ä und Äa symmetrisch und bleiben also ungeändert, 
wenn man die Bewegung umkehrt. Aus der in Nr. 128 
gegebenen Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes C 
zu der Bahn eines in der Ebene von A festen Punktes P 
geht aber hervor, daß bei der umgekehrten Bewegung P 
der Krümmimgsmittelpunkt zur Bahn des Punktes G ist. 
Diese Bemerkung wird uns im folgenden nützlich sein. 

Femer müssen wir uns eines Satzes bewußt werden, 
der eines eigentlichen Beweises nicht bedarf, da er geradezu 
zum Begriffe der umgekehrten Bewe^ng gehört. Er lautet : 
Beschreibt ein Pimkt P in der Ebene der Kurve A, wenn 
diese auf L cAroUt, eine Kurve P, so geht bei der um- 
gekehrten* Bewegung P immer durch den festen PunJct P . 
Betrachten wir nur eine unendlich kleine Bewegung, so 
läuft jeder Punkt P momentan auf der Tangente T seiner 
Bahnkurve. Bei der umgekehrten Bewegung werden also 
alle diese Tangenten sich um die Punkte P drehen, d. h. 
dort ihre Enveloppen berühren. Wenn aber der Punkt P 
auch im nächsten Momente der Bewegung auf derselben 
Tangente T bleibt, d. h. wenn er einen Wendepunkt seiner 
BaAinkurve beschreibt, so wird bei der umgekehrten Be- 
wegung die Tangente T in drei konsekutiven Lagen durch 
den Punkt P gehen, d. h. ihre Enveloppe wird in T eine 
Spitze haben (vgl. S. 189). 

132. Betrachten wir nun alle cx>^ Punkte der Ebene 
in ihrer momentanen Bewegung, so ^ wird es darunter 
offenbar ooi Punkte W geben, die eben einen Wende- 
punkt W ihrer Bahnkurve beschreiben. Um einen solchen 
Punkt zu^ finden, brauchen wir nur das Krümmungs- 
zentrum C in irgend einer Eichtung unendlich fern an- 
zunehmen, OAi II OM und MÄ^ _L Oif zu ziehen (Fig. 85), 
Ai mit Ox zu verbinden, dann schneidet GM auf GxA^ 
einen solchen Punkt W aus. Drehen wir GM , so be- 
schreibt W einen Ort W, der leicht zu bestimmen ist. 
Es ist nämlich immer 

MWiGA^^^^x'.i'R + 'Rx). 
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Demnach liegt der Ort von W zu dem Orte von Ai in 
bezug auf d homothetisch. A^ aber beschreibt den Kreis 

über MG = Ä als Durchmesser. 
^ft Also ist W ein Kreis, dessen 

Durchmesser MH man erhält, ,in- 
W - • dem man WH II MA^ zieht. Es ist 

MH :« = %:(« + «a) , 

also MH = a. In der Tat zeigt 
auchdie Formel (9) des § 22, daß 
für ^ = oo Q = a&iaO sein muß. 
Das ist aber nichts anderes als die 
Polargleichung unseres Kreises W , 
den man den »Wendekreis« 
nennt. Auf ihm liegen alle Punk- 
te TT, die im gegebenen Augen- 
blicke Wendepunkte ihrer Bahn- 
kurven sind. Alle zugehörigen 
Wendetangenten (WB) laufen natürlich durch H. Wenn 
bei der Abwickelung ein Punkt P von A eine Gerade f 
beschreibt, so muß P immer auf W liegen und F immer 
durch H laufen. 

133. Wenn wir umgekehrt die Punkte B suchen, die 
Krümmungsmittelpunkte für die Trajektorien von auf der 
unendlich fernen Geraden liegenden Punkten der Ebene (A) 
sind, so müssen wir durch M irgend eine Gerade MW 
ziehen, GiAiWMW und MA^J^MW machen, und er- 
halten auf MW einen solchen Punkt B durch die Ver- 
bindungslinie GAi. Dieselben Überlegungen wie vorhin 
zeigen, daß B , wenn MW sich dreht, auf einem Kreise R 
liegt, der zu dem 'Kreis über MGi = Äa als Durchmesser 
in bezug auf G homothetisch liegt. Sein Durchmesser ME' 
ist daher ebenfalls gleich Q_. In der Tat ist schon nach 
der Konstruktion MB = MW für jede Lage. Auch die 
Savarysche Formel (10) des § 22 zeigt, da f ür ^ == oo 
auch ^ = cx> wird, daß lim(Ä — ^) = C^sinö ist. Aber 
wir hätten die Existenz dieses zweiten Kreises R ohne 
weiteres aus der Umkehrung der Bewegung folgern können. 
Denn wenn das Krümmungszentrum G für W bei der 
direkten Bewegung unendlich fern ist, so ist bei der um- 
gekehrten Bewegung W das Krümmungszentrum für die 
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Trajektorie von 0. Der Kreis R ist aber für die direkte 
Bewegung. dasselbe, was W für die umgekehrte bedeutet. 

Da auf R somit die Krümmungszentren aller unend- 
lich fernen Punkte der Ebene (A) liegen, ist R nach !Nr. 130 
auch der Ort für die Krümmungszentren der Bnveloppen E 
aller Geraden U der Ebene (A), da ja deren Krümmungs- 
mittelpunkte unendlich fern sind. D. h. ein bestimmter 
Punkt B von R ist das Krümmungszentrum für die Ein- 
hüllenden aller Oeraden, die auf BM senkrecht stehen 
(vgl. Zusatz von "Nt. 130). Daß diese Parallelkurven be- 
schreiben, ist ja ohnehin selbstverständlich. 

Der Kreis R hat aber noch eine weitere, sehr wich- 
tige Bedeutung. Wenn nämhch die Gerade, zu deren 
Enveloppe Punkt B das Krümmungszentrum ist, durch B 
selbst geht, also mit BH' zusammenfällt, so ist der Elrüm- 
mungsradius der Enveloppe in diesem Punkte Null, der 
Punkt also ein Eückkehrpunkt der Enveloppe von BH\ 
Auch dies geht aus der Umkehrung der Bewegung sofort 
hervor. Denn wenn W sich bei der direkten Bewegung 
in drei konsekutiven Lagen auf der Geraden WH befindet, 
so geht die Gerade WH bei der umgekehrten Bewegung 
durch die drei konsekutiven Lagen von TT, dort eine Spitze 
ihrer Einhüllenden beschreibend. Auf dem Kreise R liegen 
also für die direkte Bewegung alle Spitzen der Enveloppen, 
die durch Gerade der Ebene (A) in einem gegebenen Moment 
beschrieben werden. Daher heißt R der »Eückkehrkreis« 
der Bewegung 12^). Wir hätten ihn ebenso aus Gleichung (20) 
des vorigen Paragraphen ableiten können, die sofort sagt, 
wenn Ä für die Enveloppe der Geraden I^ull sei, müsse 
Q = — C2.sinö sein. Alle Tangenten der Spitzen gehen natür- 
Uch durch H\ Wenn bei der Abwickelung eine Gerade f 
von (A) sich um einen in (L) festen Punkt P dreht, 
so muß P sich beständig auf R befinden, d. h. allen 
Bückkehrkreisen gemeinsam sein, f immer durch H' 
gehen. 



^'°) Den ersten Kreis W fand bereits db la Hirk ,yTraM des 
BatUeties^*, Hist. de l'Acad. Paris 1706, 340. Da aber R eine direkte 
Folge von W ist, darf man beide Kreise wohl als de la Hiresche 
Kreise bezeichnen. Auf R selbst machte zuerst S. Aboxhold 
aufmerksam in der wichtigen Abhandlung „Qrundzüge der kinem. 
Geom.y Verh. Ver. Pördg. d. Gewerbfl. 51, 1872, 129. 
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134. Die de la Hireschen Kreise können häufig auch 
bequem anstatt der Savaryschen Formel zur Konstruktion 
der Krümmungsmittelpunkte benutzt werden. Zu diesem 
Zwecke ist die Kenntnis zweier Beziehungen von Wert, 
die wir noch ableiten wollen. Ist auf der !N^ormale PM 
der Trajektorie P eines Punktes P C das Ejrümmungs- 
zentrum, R der Schnittpunkt mit dem Eückkehrkreis 

(s. Fig. 86), so ist nach der 
Formel von Savaby 




oder 



CM MF 



+ ^ 



BM 



GM 



CP -GM 

1 
GM -CR' 



woraus sich die Beziehung 



(1) 






CM =CR'GP 



ergibt. Wenn man also CM 
nach rückwärts um sich selbst 
bis M' verlängert denkt, so sind B und P durch Jf' 
und M harmonisch getrennt; man hat^ M' als vierten 
harmonischen Punkt zu B, M, P, und C als Mittelpunkt 
von MM\ 

Es sei ferner W der Punkt, wo MP den Wendekreis 
schneidet, so ist wie vorhin 



' + ' 



PM MG WM 



oder 



+ 



PM PG-PM PM-PW 



Hieraus folgt die (1) entsprechende Beziehung 
(2) PM^ = PW-PC . 
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Verlängert man also PM nach rückwärts um sich selbst 
bis M'% so ist G als vierter harmonischer Punkt zu 
Jf , TT, M" bestimmt. 

135. Wir wollen nun unsere Kenntnisse sofort zur 
Konstruktion der Krümmungszentren einiger schon früher 
behandelten Kurven verwenden. Die (schiefe) Astroide war 
definiert als Enveloppe einer Strecke PQ, deren End- 
punkte auf den Geraden PO 

bzw. QO laufen (Fig. 87). 
Der Kreis {POQ) ist dann 
der Wendekreis. Denn P 
und Q müssen, da sie Gerade 
beschreiben, auf W liegen; 
außerdem geht Kreis (POQ) 
auch durch das Momentan- 
zentrum M . Das Lot von 
M auf PQ gibt den Berüh- 
rungspunkt B . Das Krüm- p'»- ^' 
mungszentrum der Astroide 

in B muß auf dem Eückkehrkreis R liegen. Dieser ist 
aber zu W in bezug auf M symmetrisch. Schneidet also 
MB den Kreis W in D, so müssen wir nur MD nach 
rückwärts um sich selbst bis G verlängern, um dieses 
Krümmungszentrum zu erhalten. Da 0D1.MD, braucht 
der Ejreis W nicht gezeichnet zu werden. 

136. Um das Ejpümmungszentrum der Fußpunkts- 
kurven zu finden, kann man die Bemerkung benutzen, 
die wir schon früher (Nv. 50) machten, daß jede Fuß- 
punktskurve einer Kurve C in bezug auf einen Pol P 
als homothetische Verkleinerung (im Verhältnis 2 : 1) einer 
BoUkurve betrachtet werden kann, die durch den zu P 
in bezug auf die Tangente von C symmetrischen Punkt P' 
beschrieben wird, wenn auf C eine kongruente Kurve C 
symmetrisch abrollt (vgl. Fig. 88). Sind 0, 0' die be- 
treffenden Ejrümmungszentren, M der Berührungspunkt 
von C und C, der Mittelpunkt Q von PP' der die Fuß- 
punktskurve beschreibende Punkt, so erhält man den 
Krümmungsmittelpunkt Oj zur Trajektorie von P' durch 
MA ± MP' {A auf G'P') als den Schnittpunkt von GA 
HUt MP\ Das Krümmungszentrum G der Fußpunkts- 
kurve halbiert G^P . In der Tat muß es auf der 'Not- 
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male des Punktes Q, der Diagonale des Eechtecks MM^PQ 
liegen. M^ ist das Momentanzentrum für die durch die 
Pußpunktskonstruktion definierte Bewegung. 

Mittels des Eückkehrkreises erhalten wir aber auch 
eine sehr einfache direkte Konstruktion. Dieser Eück- 

kehrkreis ist hier der 
-^^^ Kreis (OJfiP). Denn die 

sf'. Gerade PQ drehit sich 

immer um P , also muß 
P auf R liegen, G des- 
gleichen als Krümmungs- 
mittelpunkt der Bnve- 
loppe der Geraden MQ 
und Ml als Momentan- 
zentrum. Wir haben nun 
C auf QMi so zu wählen, 
daß 

.Dies wird erreicht, wenn 
wir jB^ _L Jf fäUen und 
auf PJ^ nehmen. Denn 
"■• «8- dann ist 

GMi :GB=^GPiGF^GQ: CM^ . 

Nun schneiden sich aber BF und PM in einem Punkte ff 
von R, und da GP Durchmesser von R ist, läßt sich ff 
auch durch CGA.PM erreichen, so daß auch hier die 
Zeichnung von R überflüssig wird. Man konstruiert also 
folgendermaßen: GQ±PM, GF±GM, PF und QM^ 
schneiden sich in G^^^). Für eine große Anzahl früher 
behandelter Kurven ist hiermit die Konstruktion des 
•Krümmungszentrums gegeben, insbesondere für die all- 
gemeinen und alle speziellen Fußpunktskurven der Kegel- 
schnitte, wenn man nur das Krümmungszentrum der 
Grundkurve zu konstruieren weiß. Für die Kegelschnitte 
gibt es ja unzählige solche Konstruktionen. Wir weisen 




^*^) Diese Konstruktion wurde zuerst von Em. Weye a»- 
gegeben. Stzgsb. Ak: Wien 59, 1869, Abt. 11, 169. 
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hier nur daraiif hin, daß man, wenn gerade keine andere 
znr Hand ist, eine solche aus der Beziehung (28) des § 21 
ableiten kann, indem man zuerst q/buiO und g'/^inO auf 
der Normale abträgt. Für die Parabel ergibt sich im 
besonderen Äsinö = 2^, d. h. die Projektion des Krüm- 
mwngsradius auf den Brennstrahl des Berührungspunktes 
ist gleich der doppelten Länge des Brennstrahles. 

Die Fig. 88 gibt aber noch zu einer weiteren Be- 
merkung Anlaß, die von großem Interesse ist. Da 
<(7i3f = <PifO, so hüllt MCi nach unserer früheren 
Defüiition die Katakaustik des Punktes P in bezug auf 
die Kurve C ein. Diese Kurve ist also die Evolute der 
von P' beschriebenen (zweimal vergrößertet!) Fußpunkts- 
kurve (vgl. Nr. 66). Da 0^ der zu P' gehörige Krümmungs- 
mittelpunkt ist, ist Ol auch der Berührungspunkt des reflek- 
tierten Strahls mit der Brewnlinie^^^), der hiernach leicht zu 
konstruieren ist. 

137. Der Bückkehrkreis setzt uns aber auch in den 
Stand, z\ir Koppelkurve den Krümmungsradius zu kon- 
struieren*, ohne daß wir die Polkurven bzw. deren Krüm- 
mungszentra zu kennen brauchen. Sind wie früher {ßv. 111) 
, O' die festen, P , Q die auf den Kreisen um bzw. 0' 
beweglichen Punkte, L der mit der Koppel PQ fest ver- 
bundene beschreibende Punkt (vgl. Fig. 89), so ist der 
Schnittpunkt M von PO und QO' das Momentanzentrum, 
ML die Normale der Koppelkurve in L. Wir suchen 
nun R zu bestimmen, indem wir die Schnittpunkte . i^p 
bzw. Bg auf MP bzw. MQ suchen. Machen wir OMp = OM, 
so ist JBp nach Nr. 134 der vierte harmonische Punkt zu 
P , Mp , Jf . Ebenso findet man mittels eines entsprechenden 
Punktes M^ den Punkt Bg. Es bestehen dann die Be- 
ziehungen: 

(3) _L_=.J^ L_ _l_^_i L_ 

^^ MBp MO MP ' MBg MO' MQ ' 

wo die Minuszeichen dadurch veranlaßt sind, daß P, 
bzw. Q 9 0' auf derselben ^eite von M liegen. Durch 

^'') Auf diesen Zusammenhang zwischen Katakaustiken und 
FuBpuii^tskurven machte schon dk l'Hospital, Analyst des inf, petita, 
Paris 1715, 105 aufmerksam. Vgl. Kbsslbb^ Zeitschr. Math. Phys. 
23, 1878, 1—34. 

WiBi.EiT]iBBy SpesieUe ebene Kurven. 13 
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Jf , Bpy Bq können wir den Kreis R legen. Schneiden 
sich nun PQ und 00' in 8, und ziehen wii^noch MS* 
dann ist nach dem beim Beweise der Savaryschen Formel 
(St. 128) benutzten Hilfiäsatz in den beiden Dreiecken 
PMS und QMS 

^^^ \MÖ " ~MP] sin(SMP) ^ [Wä "" Wö) si 



MQUm(8MQ)' 




Flg. 88. 

also nach (2) 

(5) MBp : MB^ = 8ia{SMQ) : sin(Ä Jf P) . 

Diese Qleichung zeigt an, daß BpB^ zu MS parallel läuft 
{^SMQ = ^MB^Bj,; ^SMP ^n- ^MB^B^. 

Was aber für P und Q ^t, muß für irgend zwei 
andere Punkte der beweglichen Ebene, z. B. P und i, 
ebenfalls gelten. Den Punkt Bi erhalten wir auf R, in- 
dem wir ML verlängern. Ist dann das gesuchte Krüm- 
mungszentrum der Trajektorie von L und I der Schnitt- 
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pnnkt von PL und OÖ, so muß BpRiWMT sein. Da 
aber <ÄiBpB,= <Ä/Jlf JB^, so ist auch < JK^Jf Äj= <TM8 
oder, was dasselbe ist, ^LMT == ^QM8 . _ 

Wir haben demnach folgende Konstruktion von C, 
in der R gänzlich ausgeschaltet ist: 

Ist M der SchniUptmkt von PO und Q0% S der von 
PQ wnd 00% 80 mache man ^LMT = <Q Jf Ä und vom 
selben Siwne^ dann schneidet OT auf LM das Krümmungs- 
zentrum C aus. 

Zusfttze. 1. Es ist nach unseren bisherigen Entwicklungen klar, 
dafi diese Konstruktion nicht etwa bloß gilt, wenn P und Q die 
Kreise beschreiben. Es müssen vielmehr nur und 0^ die 
momentanen KrOmmungsmittelpimkte der sonst beliebigen Tra- 
jektorien von F und Q sein. Auch können P und Q selbst 
KrtUnmungsmittelpunkte von Kurven P und Q sein, deren Ein- 
hüllende man kennt (Nr. 130). OP und O'Q müssen nur die mo- 
mentanen Normalen zu den Einhüllenden (und zu P bzw. Q) sein. 
Natürlich können P, Q und 0, 0' auch vertauscht werden. 

2. Yon Wichtigkeit ist noch eine Bemerkung über die gemein- 
same Tangente der Polkurven in If . Diese berührt den Kreis R 
in If . Also ist der Winkel, den sie mit lf£p bildet, als Tangenten- 
Sehnenwinkel gleich <<jBp£glf = <^Qlf^. M.an konstruiert sie 
also, indem man '^PMZ = '^QMS im entgegengesetzten Sinne 
macht. Diese und die oben gegebene Konstruktion heißen die 
Bobillierschen *" *) Konstruktionen. 

§ 24. Die zykloidalen Kurven. 

138. Der einfachste Fall der-BoUkurven ist der, wo 
die Krümmungsradien Ä und Äa der beiden Polkurven 
konstant gleich B und r sind, die Polkurven also Kreise 
sind, die auch zu Geraden ausarten können. Alle Kurven, 
die bei einer solchen Bewegung irgend ein Punkt P der 
Ebene des rollenden Kreises (r) beschreiben kann, heißen 
»zyklische Kurven«. Unter ihnen sondert sich eine 
Familie scharf ab, das sind diejenigen zyklischen Kurven, 
deren beschreibender Punkt auf dem Umfange des rollenden 
Ejreises liegt. Wir hejißen diese »zykloidale Kurven« 
oder auch kurz »Zykloidalen«. Sie wollen wir zuerst 
betrachten. 



^""•) Cours de g^omärie, 12« ^d., Paris 1870, 232. 
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Der Punkt P des rollenden Kreises (O^ falle zunächst 
mit dem Punkte Po des ruhenden Kreises (0) zusammen. 
Wir betrachten dann einen Moment der Bewegung, wo 

sich die Kreisein M berühren 
und der Bogen MP = MPq = o 
abgerollt ist (vgl. Fig. 90). 
Sind dann die Bezeichnungen 
wie bisher und nennen wir den 
»Wälzungswinkel« (JkfOPo), 
den die Zentrale beider Kreise 
mit der Anfangslage OPq 
bildet a>, so ist 

(1, — '-««" 




\ ^ = 2rsi 



Fig. 80. 



sind. 

Da äB=^xäoj wo x nach 
Gleichung (4 a) in Nr. 127 
den Wert ^/C^hat [CJ. kon- 
stant =JBr/(i2 +r)], so ist 
zunächst 

(2) ds^-^^^^^^BmOäe. 

Für den Krümmungsradius Ä der gesuchten Zykloidale 
hat man nach Gleichung (9) in Nr. 127 

1 Q — dmie _ B + 2r 

« "~ Q^ ~4r(E + r)sinÖ • 

Demnach ergibt sich die Parameterdarstellung 

(4) 8 = a cosö + g , Ä = 6 sinö 

und hieraus die natürliche Gleichung 

wo 



(3) 



(5) 



= 1 



(6) 



a = 



4r(5 + r) 



6 = 



4r(JK + r) 



und g eine Integrationskonstante bedeutet, die davon ab- 
hängt, wo wir auf der Zykloidale die Bogen zu zählen 
beginnen. Hierfür gibt es nun zwei ausgezeichnete 
Stellen. Der Krümmungsradius ^ verhält sich nämlich 
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wie die Sinusfanktion. Er ist Null für 6 = 0, hat ein 
Maximum 6 für ö = | ^ und nimmt wieder zu !N^ull ab 
für 6 = 7iy um bei weiterem Wachsen von 9 dieselben 
Werte periodisch immer wieder anzunehmen. Bei ö = , 
im Anfange der Bewegung, hat die Zykloidale daher eine 
Spitze, deren Tangente, wie aus der Betrachtung der 
Kurvennormale PM^^^) hervorgeht, der Eadius OPq ist, 
für 6 = ^7t einen »Scheitel«. Zählen wir die Bogen von 
diesem Scheitel aus, so wird ? = und die Gleichung (5) 
nimmt die Form an 

(7) «V«* + ^V** = 1 • 

Zählen wir aber die Bogen von der anfänglichen Spitze 
aus, so muß für ö = 8 = 0, also g = —a sein und die 
Gleichung (5) wird 
(7*) «2_-2-«-^«2. 

139. Wie (7) der kartesischen Mittelpunktsgleichung 
der Ellipse, so ist (7*) der Scheitelgleichung der Kegel- 
schnitte analog. Und wie die letztere sehr anschaulich 
den Übergang von der Ellipse zur Parabel (und schließlich 
zur Hyperbel) zeigen kann^^i)^ go dient sie hier dazu, die 
Gleichung in dem Grenzfalle r = oo , der der gewöhnlichen 
Bjpeisevolvente entspricht, aufzustellen. Für r = oo wird 
nämlich sowohl a als & unendlich, aber auch lima/& 
= lim(£ + 2r)IR = cx>, so daß lim6/a = 0. Der Grenzwert 
von h^la = 4i2r(jB + r)l{R + 2r)^ bleibt aber endlich und 
wird gleich B. So erhalten wir aus (7*), wenn wir nur 
noch das Zeichen von 8 ändern, d. h. die Bogen entgegen- 
gesetzt zählen, die natürliche Gleichung 

(8) ^^ = 2B8 

der gewöhnlichen Kreisevolvente, die wir in !N"r. 124, Beisp. 
schon auf direktem Wege fanden. Die Kurve ist in 
Fig. 91 dargestellt. 

^") Daß die Normale der Zykloidale durch den Berührungs- 
punkfc der beiden Kreise geht, die Tangente also durch dessen 
Gegenponkt lf^ erkannte bereits de la Hirb, Anc. m^m. Ac. 
Paris 9, 1694, 234. 

*"*) Vgl. den kleinen Aufsatz des Verfassers „Zwei Anw, der 
sog, Scheitdgleichung der Kegelschnitte*^ Zeitschr. math. nat. Unterr. 
35, 1904, 493/97. 
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Auch der andere Orenzfall B = 00 soll hier gleich er- 
ledigt werden. Wir finden ans (6) a = fe = 4 r . Die Kurve 
wurde von Galilei, der sie zuerst ausführlicher betrach- 




Fig. 92. 

tete (1559), »Zykloide« genannt. Sie ist durch Fig. 92 
wiedergegeben. Ihre natürliche Gleichung ist nach (7) der 
kartesischen Gleichung des Kreises entsprechend 
(9) «2 4. ^2 = (4^)2. 
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140. Aus der Darstellung (4), wo wir, von der E^reis- 
evolvente absehend, g = denken, können wir die Oestalt 
der zykloidalen Kurven, für die wir die Hauptmerkmale 
schon angegeben haben, ohne weiteres entnehmen. Da ^ 
niemals unendlich werden kann, besteht die Zykloidale aus 
(im allgemeinen unendlich vielen) kongruenten Zügen, die 
immer nach derselben Seite konvex sind und so aneinander- 
schließen, daß sie gegen die Basis senkrecht stehende 
Spitzen bilden. Jeder Zug entspricht dem einmaligen Ab- 
rollen des beweglichen Kreises. Die Länge l eines solchen 
Zuges ist nach (4), da von hia n geht, 
(10) l'^2a = 8r(B + r)IBj 

für die Zykloide also 8r, was schon Wallis (1659) fand. 

Bei den Zykloidalen mit Kreisbasis müssen wir zwei 
Fälle unterscheiden, ob die ganze Kurve sich außerhalb 
des Basiskreises befindet: »Epizykloiden« (die Spitzen 
sind nach innen gerichtet, die Kurve ist nach außen 
konvex), oder ob die Kurve völlig im Innern des Grund- 
kreises liegt: »Hypozykloiden« (die Spitzen sind nach 
außen gerichtet, die Kurve ist nach innen konvex) ^^5). 
Der letztere Fall wird immer eintreten, wenn der rollende 
Kreis vom Basiskreis eingeschlossen wird, d. h. wenn r 
negativ und |r| <i2 ist. Der erstere Fall tritt ein, wenn 
der rollende Kreis außerhalb des Basiskreises liegt, sei es 
nun, daß r positiv ist, oder daß bei negativem r (Be- 
rührung von innen) |r|>i2 ist. Daß in diesem Falle 
keine anderen Kurven erzeugt werden, wie bei positivem r , 
beruht auf einem merkwürdigen Satze von der doppelten 
Erzeugung jeder eigentlichen zyklischen Kurve, den wir 
zunächst für diö Zykloidalen ableiten wollen ^2^). 

"•) Diese Einteilung geht auf L. Eulbr (1784) zurück. Die 
Idee des BoUens von Kreisen aufeinander war schon den grie- 
chischen Astronomen eigen. Systematisch betrachtete zuerst 
Albbboht Dübeb in seiner Underweysung tmo,^"^ eine spezielle zy- 
kloidale Kurve (Pascalsche Schnecke), die er »Spinnenlinie« nannte. 
Als eigentlichen Erfinder der zyklischen Kurven darf man aber 
erst DssABGüBS betrachten (Mitte des 17. Jahrb.), der sie sofort auf 
die Konstruktion der Zahnräder anwendete. 

^'*) Für diese war er schon db la Hibb und Euleb bekannt. 
Man sehe den vorzüglichen Bericht über den gegenwärtigen Stand 
der Lehre von den zyklischen Kurven von E. Wölfping in Bibl. 
math. (8) 2, 1901, 235—259, der mit einer vollständigen Biblio- 
graphie Temehen ist. 
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141. Ist die natörliche Gleichung einer Zykloidale in 
der Form (7) gegeben, so bestimmen sich die zugehörigen 
Eadien Ä, r aus den Konstanten a*, &2 durch Um- 
kehrung der Gleichungen (6) in der Form 



(11) 



E 



a2 - 62 ' 



r =r 



ah 



2{a + b) 



Hier sind a, 6 die Quadratwurzeln der Größen a^, b^, 
können also beide auch negativ sein. Wenn wir nun für 
a^ > 6^ B als positiv betrachten, so ist damit auch a > 
gegeben, b aber kann auch negativ genommen werden. 
Dies führt jedesmal zu einem zweiten EoUkreise, d. h. zu 
dem Wertesysteme 

(11*) Ä = ^^. r'= ^* 



&2' 



2{a - b) 




Rg. 93 a. 



ng. 9Sb. 



Es ist immer r + r'= —B und man bemerkt, daß für 
a^>b^ (Epizykloide) r>0, aber r'< ist, während 
^■»TV. ><IT«^ |rq=E + r>i2 (Fig. 93a), 

/\.J^ f\ ♦^\ ®^ ^^^ also der Ejreis vom 
' .-^Ki. V / .>K. \ Eadius r außen rollt, der 

Kreis vom Eadius r' zwar von 
innen berührt, den Grundkreis 
aber immer einschließt. Ist 
«2 < ft2 (Hypozykloide) , so 
müssen wir a negativ nehmen, 
damit jB positiv bleibe, dann ist sowohl r wie r' negativ 
und |r'| + |r| = jB. Beide Kreise rollen also im Innern 
des Grundkreises (Fig. 93 b). 

Bern. Ist |r|<Jß und wir erzeugen, von demselben Punkte 
des festen Kreises (i2) ausgehend, eine Epizykloide und eine Hypo- 
zykloide mit dem nämlichen rollenden Kreis (r), so fallen die 
Spitzen in dieselben Punkte und es ist die absolute Länge eines 
Bogens in beiden Fällen 

ii = 8r(Ä + r)/B, ?a = 8r(E — r)/JK. 
Daher ist unabhängig von R 

;^ + Z^ = 16 r . 

Ist aber \t\ > jß , so entstehen zwei Epizykloiden und es ist dann 
Zi — Zj = 16 r , wenn beide Bogen absolut gemessen werden. 

142. Wir sagten schon oben, daß die Anzahl der 
Züge einer zykloidalen Kurve im allgemeinen unendlich 



142. § 24. Die zykloidalen Kurven. 201 

groß sd. Diese Anzahl hängt nämlich von dem Verhältnis 
fi = Bjr der beiden Kreisradien (oder Peripherien) ab. 
Ist diese Zahl, die man Modul nennt, irrational, so 
schließt sich die Knrve nie und ist transzendent. Ist // 
aber gleich einem rationalen Bruch Xj^j so muß der 
Elreis (r) A-mal auf dem Kreise (jB) abrollen, diesen A'-mal 
umlaufend, bis die Kurve sich schließt. Die Zykloidale 
hat also dann X reelle Spitzen und k Züge und ist alge- 
braisch (vgl. iNr. 143). Ist A'=l, so folgen die Spitzen 
so aufeinander, wie sie auf dem Kreise {B) liegen; für 
>l^ = 2 wird immer eine Spitze übergangen, so daß sie erst 
beim zweiten Umlauf an die Beihe kommt; allgemein geht 
der Zug der Zykloidale von einer Spitze zur nächsten über 
(A' — 1) Spitzen hinweg. Dann entstehen natürlich Doppel- 
punkte (vgl. Fig. 111) und man heißt die Zykloidalen »stern- 
förmig«. Ganzzahlige fi entsprechen den gewöhnlichen 
Bpi- und Hypozykloiden; ist fi ein Stammbruch (=1/^), 
so gibt es nur Epizykloiden mit einer Spitze, die aber 
mit wachsendem 6 immer verschlungener werden (ein Bei- 
spiel gibt Fig. 98), bis sie schließlich f ür 5 = c» (r = c») in 
die Kreisevolvente übergehen. 

Um nun sofort aus der natürlichen Gleichung (7) zu 
erkennen, welche Art von Zykloidale dargestellt sei, müssen 
wir die Beziehung zwischen dem Verhältnis ajh = v und 
dem Verhältnis Bjr = fi angeben. Man erhält aus (6), 
indem man h auch negativ annimmt, 

(12) ±^ = if^, ^ = 



+ v — 1 ' 

was man auch aus (11) und (ll'*') ableiten kann. 

Beisp. Wir finden hiemach für alle schon früher be- 
trachteten Epi- und Hypozykloiden die damals angegebene Er- 
zeugung und natürliche Gleichung, aber sofort auch die zweite 
Erzeugimgsweise. Auch gibt Formel (10) alle früher einzeln be- 
rechneten Eurvenlängen. So können wir folgende Zusammen- 
stellung, der schon behandelten Zykloidalen geben: 

Epizykloiden; 

Kardioide: «« + 9 ^* = (8 Ef ; Länge 16 R . 

^ = 2, v = 2 [/* = -!]. 
Nephroide: «« + 4 ^» = (3 Ä)«; Länge 12 J8 . 
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Hypozykloiden; 

Steinersche Kurve: 9 s« + ^' = (t^)*; Länge ^B . 

^ = -4, v = i [fi = -i]. 
Regulfire Astroide: 4 «* + ^'^ = (f -B)« ; L&nge 6 jB . 

/i = —2, v = 0. 
Der Durchmesser als zweispitzige Hypozykloide. 
143. Indem wir wieder von der Kreisevolvente ab- 
sehen, für die wir schon in Nr. 124, Beisp. eine Parameter- 
darstellung in kartesischen Koordinaten gegeben haben, 
wollen wir eine ebensolche auch für die übrigen Zyklo- 
idalen aufeuchen. Zählen wir die Bogen wieder in Ent- 
gegengesetzter Eichtung, so erhalten wir für den Tan- 
gentenwinkel 

(13) . = _/^. = Jö, 
ferner 

(14) • 







dx = — d«cosr = asinöcos|^Öde! , 
dy = — d»sinr = asinösin^ödö . 



Integriert man diese Gleichungen und führt wieder JB, r 
ein, so ergibt sich die Darstellung 



(15) 



a? = (Ä + r)cos(^.20) -rcos(^j^.2ö) , 
y = {E + r)sin (^ • 20) - r sin {^±^ -20) . 



Da für = X = Bj y = (t = 0) wird, ist es am 
besten, nirgends mehr eine Konstante hinzuzufügen. Der 
Koordinatenanfangspunkt liegt im Mittelpunkt des Orund- 
kreises, die a?-Achse geht durch die Spitze Pq (Fig. 90). 
Durch Einführung des Wälzungswinkels ö> [= 2 r OJB nach (1)] 
werden die Gleichungen (15) etwas einfacher 



(15*) 



( /r» I \ B + r 

X = (B + r) cosco — r cos — ' — 



0) 



7? -4- ♦• 

= {B + r)sina> — rsin — p— ö> 
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Ist nun der Modul fi und damit auch der Bruch (B + T)jr 
rational, so läßt sich offenbar (o zwischen den beiden Glei- 
chungen (15'*') eliminieren, i^o daß eine algebraische Gleichung 
m Xj y entsteht. Alle bisher betrachteten eigentlichen 
Zykloidalen waren in der Tat algebraisch. Die Kreis- 
evolvente aber und die Zykloide sind transzendent. Die 
Parameterdarstellung der letzteren wollen wir nun noch 
angeben. 

Wir finden sie, indem wir in (15) für JB = c» zur 
Grenze übergehen. Nur müssen wir vorher bei x auf der 
rechten Seite die Konstante --B beifügen, damit sich das 
Koordinatensystem auf die Spitze als Anfangspunkt be- 
zieht. Vertauschen wir noch x mit y , setzen 20 = q) 
xmd beachten, daß lim 22 sin (2 r Ö/B) = r • 2 ö , so erhalten wir 

(16) X = r{(p — Bmq)) , y = r(l — cos^?) , 

die gebräuchliche Darstellung der Zykloide. Da der 
Badius r nur auf die Größe, nicht auf die Form der 
Kurve Einfluß hat, sind alle Zykloiden ähnlich. Das- 
selbe erkennt man leicht aus der natürlichen Gleichung (9). 
Denn die Multiplikation von s und Ä mit einer Kon- 
stanten Ic verändert nur den erzeugenden Kreis. 

Ebenso ersieht man aus der Gleichung Ä^ = 2 Ä « , 
daß alle gewöhnlichen Kreisevolventen ähnliche Kurven 
sind. Die eigentlichen Zykloidalen sind aber offenbar nur 
dann ähnlich, wenn sie denselben Modul haben. 

144. Wir wollen nun den Evoluten der zykloidalen 
Kurven näher treten, l^ach (10) in IsTr. 81 hat man s = ^, 
« = ä^ldx = (d^ldO) . fe/a . Also ergibt sich aus (4) un- 
abhängig von der Konstanten g 

(17) s = 6sinö, ^ = ^'cos(9. 

Die Evolute ist demnach in jedem Falle, natürlich mit Aus- 
nahme der Kreisevolvente, wieder eine zyJcloidäle Kurve, die 
der Qrunäkurve ähnlich ist. Denn es ist h : {h^ja) = a :h , 
oder anders ausgedrückt: (17) entsteht aus (4), indem man 
die Konstanten mit 5/a = RI{B + 2r) multipliziert. Aus (17) 
ist auch die Lage der Evoluten zu erkennen. Die Spitzen- 
tangenten der Grundkurve sind Kormalen in den Scheiteln 
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der Evolute und umgekehrt. Selbstverständlich gehen die 
Evoluten durch die Spitzen der Grundkurve. 

Für die Zykloide wird «=»=&, also ist die Evolute 
der Grundkurve kongruent (Fig. 92). Da für die Zykloide 
^ = 4rsinö, aber q = 2rsinö, so wird der Abschnitt der 
Normale zwischen dem Kurvenpunkt und dem Berührungs- 
punkt mit der Evolute durch die feste Gerade, die Direk- 
trix (Leitlinie), halbiert: MP = MP\ .Für die Kreis- 
evolvente versagt (17), aber die Elimination von 6 gibt 
die natürliche Gleichung der Evolute, die für & = cx> in 
^ = h^la = 4:r, d.i. in die Gleichung des Grundkreises 
übergeht. 

Der Krümmungsmittelpunkt der Evolute hat in 
bezug auf das System der Tangente und l^ormale im 
Kurvenpunkt bei entsprechender Festsetzung des positiven 
Sinnes die Koordinaten 

(18) ^ = ^=^, y = «. 

Der Mittelpunkt des Grundkreises hat nun in bezug 
auf dasselbe System die Koordinaten 



(19) 



b^8 
x = i2cosö = 



a" — b^ 






Aus (18) und (19) ergibt sich 

X :y ^ X :y '^h^s : a^^ . 

Daher liegt der KrümmungsmittelpunTct der Evolute auf dem 
vom MittelpunM des Basiskreises na^Ji dem Kurven^punM 
gehenden BadiusveTctor. 

Wir werden sehen, daß dieser merkwürdige Satz nur 
ein Spezialfall einer allgemeineren Eigenschaft einer um- 
fassenden Kurvenfamilie, der sog. Cesäroschen Kurven 
(lüTr. 217/8) ist. 

145. Es sind aber auch die Evolutoiden (Nr. 125, 
Beisp. 2) der zykloidalen Kurven einer näheren Betrach- 
tung wert. Nach der Habichschen Formel hat man, 
wenn die erzeugenden Geraden gegen die Normale um 
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den Winkel oc geneigt ednd und die Elemente der Evolu- 
toide mit Strichen ausgezeichnet werden (r^ = r) 



Ä' = Ä sina + --7— cosä 
dt 



Daher ist nach (4) 



(20) 



Ä' = — (a sina sinö + 6 cosa cosö) 



und da äs'^^' ät^^'dO^ajl) ^ so hat man 

(21) «'=— asinÄCOSÖ + ftcosasinö . 

Aus (20) und (21) ergibt sich die natürliche Gleichung 



(22) 



s'^ Ä'* _ a^sin^a + i^cos^a 



Diese Gleichung stellt aber wiederum den Grundkurven 
ähnliche Zykloidalen vor und zwar diesmal für alle Arten, 
die Kreisevolvente. mit eingeschlossen. Für a » & (Zykloide) 
fällt die Gleichung jedoch auch hier mit der ursprünglichen 
völlig zusammen, d. h. die Evolu- 
toiden der ZyJelaide sind für heliehi- 
gen Winkel a der OrundTcurve Jeon- 
grtwnt. 

Für Ä = fäUt (22) mit der 
Evolutengleichimg, für a = ^ti mit 
der Gleichung der Grundkurve zu- 
sammen. 

146. Die Konstruktion des 
Krümmungszentrums der Zyklo- 
idale selbst nach der Savaryschen 
Formel führt zu einem interessanten 
Satz, den wir auch später als Unter - 
fall einer Eigenschaft der Gesäro- 
schen Kurven erkennen werden. 
Der Punkt A fällt hier auf den 
Kreis (r) und wenn Q der Treffpunkt der Normale PJf mit 
dem Kreise (B) ist (vgl. Fig. 94), so ist Q IIJLP . Daher sind 
die vier Strahlen OP, 00\ OA, OQ harmonische Strahlen 
und schneiden auf P Q das harmonische Quadrupel P,MjG,Q 




Flg. 94. 
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ans. Also liegt das Krümmungszentrum auf der Polare TT 
von P in hezug auf den festen Kreis ^^'^. 

147. Nun wollen wir noch einige Erzeugungen der 
Zykloidalen als Hüllkurven besprechen, die sich anfein- 
ander zurückführen lassen, und von denen wir schon 
spezielle Fälle kennen lernten. Wir suchen zunächst die 
Enveloppe des Durchmessers P'P des rollenden Elreises, 
der in seiner Anfangslage mit der Geraden OPq zusammen- 
fiel (Fig. 95 und 96). Heißen wir die Zentriwinkel Pq OM = ö> , 
PO'M = d> , so ist immer 

MP =- MPQ = Boy=r(b-= o . 




Fig. 96. 



Fifl. 96. 



Gemäß den Formeln (20) in Nr. 130 hat^man für den Ort 
des Berührungspunktes D von PP^ mit der Enveloppe 
{MD±P'P) 

^ = Q + Q.sind> , ds = (sinct) + glOJ do , 

also schließlich 



(23) 



g= p . ^ smg , g = ^ p -^COSÖ. 



Da die Koeffizienten von sind und cosd aus a und h in (6) 
hervorgehen, indem man ^r statt r einsetzt, ist der Ort 
von D und damit die Enveloppe von P'P diejenige ZyMoi- 
dale, die durch Bollen eines halb so großen Kreises auf dem 
festen Kreis erzeugt wird. Das ist dasselbe, was wir in 



**^ W. Zbhmb, Mementare und anal. Behandlung der versch. 
Oykloiden, Iserlohn und Elberfeld 1854, 16. 
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Nr. 96 an einem speziellen Beispiel geometrisch bewiesen 
haben. (Für die Zykloide schon von Chasues (1837) an- 
gegeben). 

Bedeuten co und co die Winkel, die in der Zeiteinheit 
beschrieben werden, so können wir die besprochene Er- 
zeugong anch so auffassen: Um den Mittelpunkt eines 
Kreises K dreht sich der Radius 00' mit der Winkel- 
geschwindigkeit CO, um seinen Endpunkt 0' dreht sich eine 
Gerade f mit der relativen Winkelgeschwindigkeit co. Die 
Einhüllende. von f ist evne Zykloiddle mit dem Modul 2d>/a> . 
Man erhält offenbar den jeweiligen Berührungspunkt D, 
indem man 00' in Jf im Verhältnis d> : w teilt, und zwar 
innen, wenn die Drehungen gleichsinnig (Fig. 95), außen, 
wenn jsie ungleichsinnig sind (Fig. 96) und von M das 
Lot auf P'P fällt. Nach dem vorigen sind damit gleich- 
zeitig die rollenden Ejreise gegeben. 

148. Eine dritte Enveloppenerzeugung läßt sich sofort 
auf die vorige und damit auf die erste zurückführen. 
Zwei Punkte Q j Q' laufen auf einem Kreise von einer 
gemeinsamen iMge 8 ausj Q mit der Winkelgeschwindig- 
keit o), Q' mit a> als Winkel- 
geschwindigkeit. Um die Ein- 
hüllende von QQ' ZM finden, 
bemerke man, daß 

ist (Fig. 97), sich also um 

^(ö> — a>) geändert hat, da 

er in 8 gleich \n war. Bem- 

nach umhüllt QQ' eine Zyklo- 

idalCj deren Modul {ö — a>)/a) pig. 97. 

ist. Bestimmen wir den 

Punkt Jf , der OQ in dem Verhältnis (d> — a>)/2a) teilt, 

so ist der Fußpunkt D des Lotes von M auf QQ' der 

momentane Berührungspunkt. Ist T die Mitte von QQ% 

so verhält sich 

Q-D : DT : QT = 2 CO : (a> — ö>) : (d> + ft>) , 

^"^ QD:DQ'=w:co. 

Der momentane Berührungspunkt teilt also QQ' im Ver- 
hältnis der Winkelgeschwindigkeiten, und zwar innen, wenn 
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diese wie in unserer Figur gleichsinnig, außen , wenn sie 
ungleichsinnig sind. Man muß dann nur d> negativ 
nehmen. 8 ist hier immer ein Scheitel der Kurve. 

Beisp. 1. Denkt man sich z. B. die Endpunkte der, als gleich 
lang vorausgesetzten, Zeiger einer Uhr in jedem Augenblicke durch 
eine Gerade verbunden; so hüllt diese Gerade eine elfspitzige Epi- 
zykloide ein. 

Beisp. 2. Des weiteren wollen wir die n^ Katakaustik eines 
Kreises bestimmen, wenn der leuchtende Punkt S auf der Peri- 
pherie liegt. D. h. wir lassen von S einen Lichtstrahl SQ aus- 
gehen, diesen nach QQ^ reflektieren, den reflektierten wieder nach 
Q1Q2 ^sw, und suchen die Einhüllende der Sehne Qn^iQn* ^as 
Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten von §n-i und Qn ist 
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dann offensichtlich n:(n + 1). Die Einhüllende der Sehne Qn^iQm 
d. h. die n^ Katakaustik des Kreises für einen leuchtenden Punkt 
der Peripherie ist eine einspitzige Epizykloide vom ModtU 1/n. Für 
n = 1 erhalten wir wie früher die Kardioide (Nr. 91, Zus.), für 
n = 2 ist die Kurve durch Fig. 98 dargestellt. 

149. Wie die Eektifikation, ist auch die Quadratur 
der Zykloidalen elementar ausführbar. Wir benutzen hierzu 
die Gleichungen (15*) und nennen 5 die Fläche, die der 
vom Mittelpunkt des festen Kreises ausgehende Badius- 
vektor überstreicht. Bann ist 

dS = iioody — ydx) 

= KB + r) (E + 2r) (1 — cos y o)) da> . 
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Integrieren wir 'von a> = bis a> , so erhalten wir 

(24) 5a,=-i(Ä + r)(i2 + 2r)(ö>-^sin^a)). 

Indem wir hier (o = 2r7ilB setzen, bekommen wir die 
Fläche eines von zwei aufeinanderfolgenden Spitzen be- 
grenzten Sektors 

(25) S==r{B + r){B + 2r)^/E . 

Ist der Modul fi = Blr eine ganze Zahl, so ist die Ge- 
samtfläche der Kurve f = iuS. Man hat demnach 

(26) /=E2;r(l + l//i)(l + 2//i). 

Hieraus leiten wir die schon früher angegebenen Besultate 
für die speziellen Zykloidalen ab: 

Kardioide (^ = 1): GB^n ; l^ephroide (u = 2): SB^ji ; 

Steinersche Kurve (/* = — 3): ^B^n ; 

reguläre Astroide (/* = 4): ^B^n . 

Die Formel (26) kann für die Zykloide natürhch nichts 
aussagen. Wir bekommen aber aus (25), wenn wir die 
Fläche des zugehörigen Kreissektors abziehen, den Flächen- 
inhalt eines Zweiecks, das von einem Zykloidalenbogen 
und einem Kreisbogen begrenzt wird. Der Kreissektor 
hat die Fläche ^B^'2r7ilB = Br7i. Also wird die Fläche J 
des Zweiecks 

(27) J = ^(312 + 2r)^r^7i{3 + 2/^) . 

Hier gibt /i — c» für die Fläche, die durch einen Bogen 
und die Direktrix der Zykloide begrenzt wird, den von 
Gat.tt.et vergebens gesuchten, von Eoberval (1638) zuerst 
gefundenen Wert 3r^7i. 

150. Die Zykloidalen stehen in einem merkwürdigen 
Zusammenhang mit den Fußpunktskurven der Kegelschnitte, 
denen wir in unseren Ausführungen schon öfters begegnet 
sind. Zieht man nämlich von irgend einem Punkte D der 
Ebene aus an eine Zykloidale alle Tangenten, deren Zahl 
im allgemeinen unendlich groß ist, so werden deren Be- 
rührungspunkte, die bei irrationalem /i, wenn sie auch 
keine stetige Folge bilden, doch überall dicht liegen, eine 
Kurve erfüllen, die wir die »Berührungspunktkurve« von D 

Wblbxvbb, SpezieUe ebene Kurven. 14 
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nennen. Die Stetigkeit der Aufeinanderfolge können wir, 
auch bei rationalem ^, dadurch erreichen, daß wir die 
Zykloidale um den Mittelpunkt ihres Basiskreises rotieren 
lassen und nach dem Orte der Berührungspunkte der von D 
an das System aller Lagen der Kurve gelegten Tangenten 
fragen. Für die Zykloide geht diese Eotation in eine 
Translation längs ihrer Direktrix über. 

Den Berührungspunkt P der zugehörigen Systemkurve 
für einen beliebigen durch B gezogenen Strahl Q erhält 

man nun, indem man Q mit 
dem um beschriebenen Kreis 
vom Eadius R'\-2rj der alle 
Scheitel enthält, in M' schneidet 
(Fig. 99). M' ist dann der 
Oegenpunkt vom Momentan- 
zentrum M auf dem rollenden 
Kreise. MP J_ Q gibt den Be- 
rührungspunkt. Ziehen wir jetzt 
eine Parallele durch Jf zu PD 
bis F auf OD, so ist immer 
OF :FD^R:2rj unabhängig 
von der Lage der Oeraden Q. 
F ist also ein fester Punkt auf 
OD und da FM ± MP, erhält 
man den Ort von P auch, in- 
dem man den Scheitel eines 
rechten Winkels, dessen einer 
Schenkel durch F geht, auf 
dem Basiskreise (12) gleiten 
läßt und auf den anderen 
Schenkel von B aus die Lote zieht. 

Kun wissen wir längst, daß dieser zweite Schenkel- 
einen Kegelschnitt umhüllt, dessen große Achse der auf DO ' 
liegende Durchmesser des Basiskreises, dessen einer Brenn- 
punkt F ist. Bie BerührungspunMIcurve ist also die Fuß- 
punMslcurve eines KegeUchnittes mit B als BoppetpunJetj eine 
bizirkulare rationale Quartik^^sj^ Liegt F außerhalb dee^^ 

^«*) S. die Notiz von C. Juel im Int. math. 1, 1894, 243. Aus 

führlich bei R. Blum, „Cykloiden und CykUndalen als UmhÜUungS" 

kurven und deren Zusammenhang mit den Fußp.-K, der Kegel8chnitte^=^j 
Progr. Wilh.-Realsch. Stuttgart 1902. — Der Satz bei Lobia B.(' 
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Baaiskreises, so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel; daher 
muß 0D<B + 2r sein, wenn der Kegelschnitt eine Ellipse 
sein soll. Dies gilt für positives und negatives r . Zwischen 
beiden Fällen liegt das Punktepaar Aj Bj das durch die End- 
punkte des auf DO liegenden Durchmessers des Basiskreises 
gebildet wird. In der Tat artet die Berührungspunktkurve 
für OD = JB + 2r. in einen Kreis vom Eadius B + r aus. 

Im Falle der Zykloide, wo der Kreis {B) zur Geraden 
wird (vgl. Fig. 92), hüllt MiPi eine Parabel ein, mit der 
Direktrix der Zykloide als Leitlinie und dem Brennpunkt J', 
der so liegt, daß DF gleich 2r ist. Die BerüJirungspunM- 
Jcurve üt also die FußptmhtsJeurve einer Parabel^ eine ratio- 
nale zirkuläre Kubik. 

Handelt es sich um ein System von Kreisevolvtoten 
mit (B) als Orundkreis, so muß MP m M selbst Tangente 
des Kreises sein (Fig. 91). P beschreibt daher die Fuß- 
punktskurve des Grundkreises, d. i. eine Pascalsche Schnecke, 
wenn D auf dem Grundkreis liegt, eine Kardioide. 

151. Die natürliche Gleichung (5) der zykloidalen 
Kurven legt einen Gedanken nahe, auf den man sonst 
nicht leicht verfallen würde. Die Tatsache, daß die 
Kurven, von denen wir im folgenden sprechen werden, 
schon über ein Jahrhundert bekannt waren, bevor man 
darauf kam, sie als Zykloidalen zu betrachten, bestätigt 
das. Gleichung (5) ist, wenn man 8 und ^ als kartesische 
Koordinaten deutet, die Gleichung einer EUix)se (oder eines 
Kreises), auch einer Parabel für g = a und a = c», & = oo, 
lim&/a = 0, lim &*/a = endlich. Der erste Fall entspricht 
allen eigentiichen Zykloidalen (und der Zykloide), der letzte 
der Ejreisevolvente. l^un kann aber (5) auch eine Hyperbel 
darstellen, wenn nur entweder 6* oder a* negatives Vor- 
zeichen haben. Einer solchen natürlichen Gleichung ent- 
sprechen reelle Kurven, die aber von den bisher betrach- 
teten wesentlich verschieden sind. Die Formeln (11) und 
(11*) geben nun die Eadien der Polkreise. Suchen wir 
diese für die Kurve 



ist falsch. Entwickelt man dort die Gleichung, so hebt sich (ac* + y*) 
heraus, imd es bleibt in der Tat die Gleichung der Fußpunktskurve 
eines KegelschnitteB. 

14* 
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SO haben wir nur statt h überall ih einzuführen. Nimmt 
man noch a negativ, um B positiv zu erhalten, so findet sich 

/9Q^ p_ ^^^ ^_ ai(p±ai) 

Die Kurve (28), die man »Parazykloide« nennt, wird 
also durch das Bollen eines komplexen 'Kreises auf einem 
reellen erzeugt. Die beiden Sirzeugungsarten, die es auch 
hier gibt, unterscheiden sich naturgemäß nur durch das 
Vorzeichen von i . Aber nicht jeder beliebige komplexe 
Kreis, der auf einem reellen rollt, kann eine Parazykloide 
hervorbringen, sondern es muß, wie man aus (29) sieht, 
der absolute Betrag des Zentralabstandes B + f gleich 
dem absoluten Betrag des Eadius r des rollenden E^reises 
sein (=ial)lih^ + a^). 

Man nennt ferner »Hyperzykloide«^^^) eine Kurve 
mit der natürlichen Gleichung 

Ans (11) und (11"') erhalten wir für die Polkreise, indem 
trir ai statt a setzen, 

m\ 7?_ «^'* ^ abia±ib) 

WO bei r immer nur entweder das obere oder das untere 
Zeichen gilt. Die Hyperzykloide wird also erzeugt durch 
das Bollen eines komplexen Kreises auf einem rein imagi- 
nären. Die zwei möglichen Erzeugungsarten unterscheiden 
sich auch hier nur durch das Vorzeichen von i . Um dies 
zu erkennen, darf man nur bei beiden Kreisradien in dem 
einen Falle die Vorzeichen ändern. B + r hat auch für 



^^^ Die hier benutzten Kamen sind von B. de Saüssurb, der 
die zykloidale Katur der Kurven zuerst erkannte. S. dessen Diss. 
Sur la g^om. des courbes par roulement, Genf 1895, 41 — 55 für Pära- 
zykloiden, Am. J. math. 17, 1895, 269—272 für Hyperzykloiden. Mit • 
den Kurven selbst hatte sich schon Euleb (1750) beschäftigt und -^■--* 
sie bereits in zwei Gattungen eingeteilt. Theorie und Gteschichte^^^ 
aller durch Rollen von komplexen Kreisen aufeinander erzeugbarea ^*^ 

Kurven findet man ausführlich bei E. Wölpping, „Über P^feudo 

trochoiden", Zeitschr. Math. Phys. 44, 1899, 139—166. 
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die Hyperzykloide denselben absoluten Betrag wie r . Man 
kann femer bemerken, daß für die Parazykloiden jB doppelt 
so groß ist als der reelle Teil von r , für die Hyperzyklo- 
iden B dopi>elt so groß als der negativ genommene ima- 
ginäre Teil von r. 

Die Para- und Hyperzykloiden heißen wir mit einem 
gemeinsamen Namen, wenn wir sie von den bisher be- 
trachteten Zykloidalen unterscheiden wollen, »Pseudo- 
zykloidalen«, die beiden Kurven, die für h = a ent- 
stehen, also die Gleichungen haben 

(32) «8 - «2 = a« , «2 - «2 _ ^2 ^ 

da sie der Zykloide analog sind, »Pseudozykloiden« ^^o). 
152. Um nun zunächst die Parazykloide näher zu 
untersuchen,, gehen wir von der Gleichung (28) aus, die 
zur Kennzeichnung der Gestalt genügt, wenn wir nur 
auch den Tangentenwinkel t bestimmen. Es wird aber 
wünschenswert sein, auch eine Parameterdarstellung in 
natürlichen, und für die genaue Verzeichnung in recht- 
winkligen Koordinaten zu erlangen. Dem stellt sich zu- 
nächst die Schwierigkeit entgegen, daß wir 6 nicht direkt 
bestimmen können. Aber aus (13) ist ersichtlich, wenn 
wir das Minuszeichen beim Integral weglassen, daß 

(33) e = -^x = -i», 

also rein imaginär ist. Wir erhalten demnach aus (4) 

8 = a cost d , Ä = — t & sinf d . 

Dies ist eine reelle Darstellung mit dem Parameter '&='bxja.\ 
Denn führen wir die sogenannten Hyperbelfunktionen i^^*) 

ch^ = ^(e* -f e-^) = cos* 1? , 

shd = |(e* — e-^) = — isint* 

ein, 80 lautet sie 

(34) 8 = ach'», Ä = fcsh*. 

^"^ Diese BenennuDgen sind von E. CbsIbO; der sich viel mit 
den in Eede stehenden Kurven beschäftigte. 

"••) Mannigfache Anwendungen der Hyperbelfunktionen auf 
spezielle Kurven siehe bei S. Günther: Die Lehre von der gewöhn- 
lichen und veraüg. Hyperhdf. Halle a. S. (Louis Nebert) 1881. 
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Nimmt man hiezu r = a ^/& , so hat man eine vollständige 
Parameterdarstellung in natürliehen Koordinaten. 

Die den Gleichungen (15) entsprechende Darstellung 
in rechtwinkligen Koordinaten erhält man aus (15) selbst, 




Fig. 100. 



indem man die Werte von R, r, einsetzt, oder -direkt 
aus den Gleichungen dx = ds cost , dy = ds sinr durch 
Integration, wobei immer die oben gegebene Beziehung 
zwischen den Hyperbelfunktionen und den entsprechenden 
Kreisfunktionen zu verwenden ist. Im ersten Falle hat 
man noch das Zeichen von y umzukehren, 4a wir jetzt 
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mit entgegengeBetztem Zeichen nehmen. Man erhält 
schließlich 



(35) 



X = -rTT» (^ ®^^ f * ®^* + ^ ®^®f * chdj , 
y == ^i^, (ft sin Jdch* - acos J* sh*) . 



Die Parazykloide hat eine reelle Spitze nur für i> = 
(t = , Ä = 0) . In diesem Punkte ist s = a. Durch 
EQnzufügen einer Konstante a zu « könnte man, wie bei 
der Kreisevolvente, erreichen, daß die Bogen von der 
Spitze aus gezählt werden. Die rechtwinkeligen Koordi- 
naten der Spitze ergeben sich aus (35), wie es sein muß, 
als x = By y = . Mit wachsendem « wächst sowohl ^ 
als auch t ins Unbegrenzte. Das heißt, die Kurve geht 
in nnendlich vielen Windungen von der Spitze aus, ganz 
ähnlich wie die Kreisevolvente, zur a?- Achse symmetrisch, 
nach beiden Seiten ins Unendliche (Fig. 100). Als Typus 
kann die »gespitzte Pseudozykloide« betrachtet werden, 
deren Darstellung man erhält, wenn man überall h = a 
setzt. 

153. Die Hyperzykloide hat, wie man schon aus Glei- 
chung (30) sieht, keine reelle Spitze. Diese müßte ja auf 
dem festen Orundkreis liegen, der aber hier imaginär ist. 
Der Krümmungsradius Ä hat jedoch für « = das Mini- 
mum b. Um eine Darstellung in Parameterform zu er- 
halten, haben wir .überall ai statt a in den Formeln für die 
eigentlichen Zykloidalen zu setzen. Danach ist ^ = a i cos d , 
Ä = 6 sin0 . Der Winkel wird offensichtlich wieder rein 
imaginär. Damit aber die Darstellung reell werde, müssen 
wir (unter Weglassung des Minuszeichens) in (13) von | tz 
bis 6 integrieren, d. h. 

(36) T = -^(ö-i^) = ft> 

setzen, so daß also = i^ + ^n wird. Hieraus wird 
8 = —aicosi&j Ä = &costd, oder 

(37) Ä = ash*, « = &chi>. 

Demgemäß ergibt sich, wie vorhin, die Darstellung in 
rechtwinkeligen Koordinaten 
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X = -2^— Ti(asin|^*ch* + fecos^*sh*) , 

Das Minimum f ür Ä bei » = entspricht * = (t = 0) . 
Der zugehörige Kurvenscheitel liegt im Punkte x = 0, 




Fig. 101. 

y = L-a^ ii(a'^ + ft2) == _(2^ ^ 2r) . Im übrigen verhält 
sich die Kurve wie die Parazykloide (Fig. 101). Als TPypus 
kann man wieder die »ungespitzte Pseudozykloide« neh- 
men, die für & = a aus den obigen Formeln hervorgeht. 
154. Der große Vorteil nun, den die Auffassung der 
behandelten beiden Kurvengattungen als Zykloidalen bietet, 
ist, abgesehen von dem theoretischen Interesse, der, dafi 
damit sämtliche für die eigentlichen Zykloidalen bewiesenen 
Sätze auch für die Para- und Hyperzykloide Geltung haben. 
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So liegt bei allen Zykloidalen der Krümmungsmittelpunkt 
auf der Polare des Kuryenpunktes in bezug auf den festen 
Kreis; bei allen Zykloidalen liegt der Krümmungsmittel- 
punkt der Evolute auf dem Eadiusvektor, der von dem 
immer reellen Mittelpunkte des Basiskreises ausgeht. Die 
Projektion p dieses Eadiusvektors OP auf die Tangente der 
Kurve ist Jßcosd (Kg. 90), der zugehörige, vom nächsten 
Scheitel aus gezählte Bogen « = a cosd . Also ist das Ver- 
hältnis p : « = jB : a = 6* : (a* — 6*) = konst. und reell für alle 
Zykloidalen. Dieser und der vorhergehende Satz sind zudem 
für die Zykloidalen charakteristisch, d. h. wenn man alle 
Kurven sucht, die einer dieser beiden Bedingungen ge- 
nügen, so findet man die Zykloidalen. 

Wir fanden femer für die Zykloidalen mit reellen Pol- 
kurven den Satz, daß alle Evolutoiden ähnliche Zykloidalen 
seien. Pas Ähnlichkeitsverhältnis war a : Va^sin^a + ft^cos^a 
(22). Wenn nun aber etwa eine Parazykloide vorliegt, so 
ist dasselbe a:ya*sin*Ä — ä^cos^ä und es tritt für tga <&/a 
der Fall ein, daß dieses Verhältnis rein imaginär wird. 
Insbesondere ist dies für die eigentliche Evolute {(x = 0) 
der Fäll. Was bedeutet nun dasf Multiplizieren wir in 
der allgemeinen Gleichung (28) der Parazykloide die beiden 
Xonstanten a und h mit i , so entsteht die Gleichung der 
Hyperzykloide. Para- und Hyperzykloide sind also in dem 
erweiterten Sinne zueinander ähnlich, daß der Vergrößerungs- 
faktor rein imaginär ist. Dann erleidet auch der Satz von 
den Evolutoiden der Pseudozykloidalen keine Ausnahme. 
IFür den gewöhnlichen Ähnlichkeitsbegriff aber sind die 
Evolutoiden der Parazykloiden nur so lange ähnliche Kurven, 
»Is tga > 6/a , andernfalls Hyperzykloiden. (Den Über- 
^angsfall tgö^ = 6/a behandeln wir gleich unten.) Für letz- 
tere existiert natürlich ein entsprechender Satz. Insbesondere 
^ber kann man sagen: Die Evolute einer ParozyMoide ist 
eine (pseudoähnliche) HyperzyJcloide und umgeJcehrt. Da- 
her sind die pseudozykloidalen Kurven erst ihren zweiten, 
werten usw. Evoluten im eigentlichen Sinne ähnlich^^^). 



^'^) EüLBB kam in der Tat auf diese Kurven, indem er in 
Analogie zu den zykloidalen Kurven, die ihren ersten Evoluten 
SUinlich sind, Kurven suchte, die ihren zweiten Evoluten ähn- 
lieh sind. 
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155. Auch die Berührungspunktkurven der Pseudo- 
zykloidalen geben zu einer interessanten Bemerkung An- 
laß. Wir fanden Pußpunktskurven von Kegelsclmitten für 
die Zykloidalen. Aber die Betrachtungen, die dazu führten, 
hängen nicht von der Eealität der bezüglichen Elemente 
ab. Es mag nur der Gedanke auftauchen, das Endresultat 
sei für die Pseudozykloidalen ebenfalls imaginär. Das ist im 
allgemeinen nicht der Fall. !N^un verhält sich die Sache 
folgendermaßen. Für die Parazykloidalen ist B reell, Ä + 2r 
rein imaginär, das Verhältnis Itj{R + 2r) hat den Wert t&/a, 
so daß, wenn wir die früheren Bezeichnungen beibehalten 
und OD = d setzen, OF = ihdia also rein imaginär wird. 
Die Einhüllende von MP iat aber eine Ellipse, die* AB 
zur kleinen Achse und F zum (imaginären) Brennpunkte 
hat. Diese Ellipse ist offenbar reell; denn wir bemerkten 
schon in- Kr. 5, Zus., daß die Fußpunktskurve für einen 
imaginären Brennpunkt der Scheitelkreis über der*kleinen 
Achse ist. Daraus schließen wir aber, daß die Berührung- 
punktkurve für die ParazyJcloide die FußpunMshurve einer 
Ellipse mit dem Pol auf der Meinen Achse ist. 

Bei der Hyperzykloide ist B rein imaginär, B + 2r 
reell. Das Verhältnis BI{B + 2r) hat den Wert --ibja, 
so daß OF = —ihdja wird, also ebenfalls rein imaginär 
ist. Die Einhüllende von MP ist dann eine Hyperbel, 
mit AB als imaginärer Achse und F als imaginärem Brenn- 
punkte. Demnach, ist die BerührungspunTUsJeurve für die ^ 
Hyperzykloide die FußpunhtsJcurve einer Hyperbel mit dem ^^ 
Pol auf der imaginären Achse. Diese Hyperbel ist aber ^"^^ 
nicht immer reell. Denn man findet für die Länge der^^^ 
reellen Halbachse ^{bdjaY — B^ , so daß diese nur reell ist, <^ > 
solange d > a^hjia^ + &^) , d. h. dl > JB + 2r , D also-^=> 

außerhalb des die Scheitel enthaltenden Kreises liegt. An- • 

derenfalls ist auch die Fußpunktskurve imaginär. 

156. Wir müssen jetzt auf die den Übergang zwischen-^^^^ 
Para- und Hyperzykloiden vermittelnde Kurvenspezies zu-^^^ 
sprechen kommen. In Nr. 154 sahen wir, daß es eine^^^ 
solche unter den Evolutoiden einer Parazykloide gibt,^^:> 
wenn tga = hja ist. Dann ist das Ähnlichkeitsverhältnis^^ 
unendlich groß und die^Gleichung der Evolutoide ynri^^ 
s^la^ — ^^jh^ = . Diese; spaltet sich sofort in die beideiK== 
linearen Gleichungen s/a + ^h = 0. Wir haben es 



J 
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mit einer Kurve zu tun, die durch eine lineare Gleichung 
in natürlichen Koordinaten dargestellt wird. 

Auf denselben Orenzfall stoßen wir, wenn wir die all- 
gemeine Gleichung der Zykloidalen in der Form schreiben 

(39) ^^ = (X8^+'2ß8 + y . 
Da diese Gleichung mit 

identisch ist, so stellt (39) für ^ <0 Zykloidalen mit reellen 
Polkurven dar, für ä > Pseudozykloidalen, für a = 
die gewöhnliche Kreisevolvente. Die Zykloidalen sind bei 
XK>sitivem A für — 1 < ä < Epizykloiden, für a = — 1 
ergibt sich die gemeine Zykloide, für oc < — l Hypozykloiden. 
Bei negativem A sind die Kurven imaginär. Die Pseudo- 
zykloidalen sind Parazykloiden für J > , Hyperzykloiden 
für J <0; für Ä = 1 entsteht immer die betreffende Pseudo- 
zykloide. Ist aber J = , so geht der schon eingangs 
besprochene Grenzfall hervor, der durch die natürliche 
Gleichung 

(40) « = x», 

wo man eine additive Konstante hinzufügen kann, charak- 
terisiert ist. 

Die Kurve, von der wir sprechen, wurde ziemlich gleich- 
zeitig von Descabtes und Toricelli (um 1640) entdeckt 
und von Varignon, wegen der Form ihrer Polargleichung 
[s. unten Gleichung (45)] »logarithmische Spirale« ge- 
nannt. Was ihre G^talt angeht, so sieht man aus (40), 
daß mit wachsendem s auch Ä ins Unbegrenzte wächst. 
Püir den Tangentenwinkel ergibt sich aber 

1 

wenn wir ihn von dem Punkte s = 1 aus zählen. Er 
wächst hiemach mit s ins Unendliche. Die Kurve geht 
also in unendlich vielen, immer weiter werdenden Win- 
dungen ins Unendliche. Für abnehmendes 8 nimmt auch Ä 
ab, bis dep Krümmungsradius für « = Null wird. Dort 
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ist aber keine Spitze. Denn wir können diesen Punkt nur 
nach unendlich vielen, immer enger werdenden Windungen 
erreichen, da auch r abnimmt, bis es für 8 = gleich — oo 
wird (vgl. Fig. 102). Eine solche Singularität, die uns hier 




Flo* 102. 



zum erstenmal begegnet und natürlich bei algebraischen Kur- 
ven überhaupt unmöglich ist, heißt »asymptotischer Punkt« 
157. Um eine Darstellung der logarithmischen Spirale 
in rechtwinkligen Koordinaten zu erhalten, bilden wir wiedei 

dx = dsQO&r = xe^'^cosrär , dy = dssint = x^^ siax d-^^^ 

und integrieren, um den Koordinatenanfangspunkt in 
»Auge« (den asymptotischen Punkt) zu legen, von — c 
bis T . Dann erhält man 

X 6''^(sinT + X cost) _ x e'*^(cosT — x sint) 



(42) 



X = 



1 + x« 



1+x* 



J 
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Aus dieser Parameterdarstellung kann man die Gleichung 
in Polarkoordinaten ableiten. Man erhält zunächst 

aj2 + y2 = x2e2''V(l + x2), 

also 

Ferner ist, wenn man die Eichtung der y-Achse umkehrt, 

^0 y ^ xtgT-1 ^ tgT-tg/i 

X X + tgT 1 +tgTtg/i ' 

dabei ist x = ctg/i gesetzt, wo /x einen spitzen Winkel be- 
deutet. Es ist also schließlich 

(44) ö = T - /i . 

Da für T derjenige Winkel genommen werden muß, der 
abnimmt, wenn der Berührungspunkt der Tangente gegen 
das Auge hinwandert, ist /i der Winkel zwischen Tangente 
und Eadiusvektor. Daher haben wir den Satz: Die hga- 
rithmische Spirale schneidet alle vom Auge auggeltenden 
RadivsveTUoren unter demselben Winlcel fx , dessen Kota/ngente 
gleich der die Spirale bestimmenden Konstanten x ist Aus 
(43) und (44) ergibt sich dann als Polargleichung 

(45) ^ = • e^^ , 

wenn man c = cos/i • e'*®'«'* setzt. Wir müssen aber gleich 
bemerken, daß die Veränderung von c auf die Kurve keinen 
Einfluß hat. Diese ist vielmehr durch x ihrer Gestalt und 
Größe nach vollständig gegeben. Denn vergrößern wir 
etwa alle Badienvektoren vom Auge aus im nämlichen 
Verhältnis, setzen also cm statt c, so können wir die 
Gleichung schreiben 

d. h. wir müssen die Polarachse nur um den Winkel 
a = — logw/x drehen, dann erhalten wir wieder die ursprüng- 
liche Gleichung. In der Tat zeigt auch die Gleichung (40), 
daß die Kurve gegenüber jeder Ähnlichlceitstransformation 
invwriant ist. Dies ist eine charakteristische Eigenschaft 
der logarithmischen Spirale. Denn soll sich eine natürliche 
Gleichung nicht ändern, wenn man in ihr Ä = AÄ', s==Xs' 
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setzt, so muß sie in ^ und 8 homogen sein, stellt also 
ein System von logarithmischen Spiralen dar. 

158. Aus Gleichung (43) ergeben sich sofort weitere 
wichtige Eigenschaften der logarithmischen Spirale. Wir 
können diese Gleichung schreiben 

(46) Q = ^ sin ju = 8 cos/i . 



Hierdurch wird folgendes ausgesagt: Errichtet man auf dem 
Ra4iu8ve1ctor OP in das Lot und wird die8e8 von der 
Normale in A , von der Tangente in B ge8chniUenj 8o ist 
PA der Krümmungsradius, PB die Länge des Bogens der 
Spirale von P his zum Auge. Man bemerke, daß der erste 
Teil dieses Satzes nichts anderes aussagt, als daß das 
Krümmungszentrum der Polare von P in bezug auf den 
in den Punkt zusammengeschrumpften Grundkreis an- 
gehören muß. Auch der weitere für alle Zykloidalen gültige -^ 
Satz, daß die Projektion des Eadiusvektors auf die Tan- — 
gente dem Bogen proportional sein muß, ist hier direkt-iziA 
zu ersehen, da AOBP in jeder Lage dieselbe Gestalt hat. — • 

Des weiteren gilt auch der Satz, dessen direkten Be * 

weis wir dem Leser überlassen, daß jede Evolutoide derr:^'^ 
logarithmischen Spirale ihr ähnlich, also mit ihr kongnientiz:^^ 
ist. Da demnach insbesondere die Evolute wieder eine^^^ 
logarithmische Spirale ist, so sieht man aus Fig. 102 (a)^^) 
direkt, indem man auf A dieselbe Konstruktion defi^^*^ 
Krümmungszentrums anwendet, wie auf P, daß diese^^*^ 
(Q) auf den Eadiusvektor OP zu liegen kommt, ebenfall^^^^ 
ein für alle Zykloidalen gültiger Satz. 

Wie die Eektifikation, ist auch die Quadratur «dei^cr^ 

logarithmischen Spirale elementar ausführbar. Wir suchej ^ 

die Fläche, die der Eadiusvektor überstreicht, wenn ecr'-*r 
vom Auge ausgehend bis in die Lage OP gelangt. Eb s 
ergibt sich 

e e 

/= ||^2^ö = :^c^je^-^de = {Q^tgfi = i AOBP . 

-oo -oo 

Die logarithmische Spirale ist leicht zu zeichnei^^ 
wenn man bemerkt, daß, wenn 6 in arithmetischer Prc^' 
gression wächst, g in geometrischer Progression zunimmt>« 
Denn es ist ^ = ce''(^ + '**^ = ce"***«"^. Hat man alcK' 



\ 
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drei aufeinanderfolgende Lagen OP^y OP^ , OP^ des Eadius- 
Vektors mit dem Winkelabstand oi (Fig. 102), so ist 
OPi : OP^ =* OP^ : OP^ und die Dreiecke P^OP^ und 
P3OP2 sind ähnUch. Man erhält also unendlich viele 
Punkte der Kurve, wenn man ähnliche Dreiecke in dieser 
Weise aneinanderfügt. Setzt man a = 2 71 , so folgt daraus 
insbesondere, daß auf jedem vom Auge ausgehenden 
Strahle die Eadienvektoren in geometrischer Progression 
stehen. 

159. Die Berührungspunktkurve, die für das Paar 
symmetrisch liegender logarithmischer Spiralen, das als 




Fig. 103. 



Grenzfall der Pseudozykloidalen auftritt, eine wenn auch 
ausgeartete Fußpunktskurve eines Kegelschnittes sein muß, 
können wir hier sofort direkt bestimmen. Ist B wieder 
der Ausgangspunkt der Tangenten, so liegen aUe Berührungs- 
punkte auf dem Kreise über i>0 als Sehne, der nach der 
einen Seite den Winkel jjl faßt. Nimmt man die zur 
ursprünglichen in bezug auf DO symmetrische Spirale 
hinzu y so ergibt sich als zweiter Teil der ganzen Be- 
rührungspunktkurve der Kreis über DO als Sehne, der 
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nach der anderen Seite den Winkel fx faßt. Die Kreise 
schneiden die zu DO senkrechte Polarachse in den zwei 
Punkten E , E\ den Endpunkten der durch D gehenden 
Durchmesser. Das Kreispaar ist nun offenbar die Fuß- 
punktskurve des durch das Punktepaar E , E^ dargestellten 
Kegelschnitts. 

Dieses direkte Ergebnis kann man unschwer auch 
aus der zykloidalen Erzeugung ableiten. Pur die logarith- 
mische Spirale werden R und r Null, aber so, daß das 
Verhältnis h/a = x ist. Die Strecke 0^ ist also wie früher 
i h dja = xdi. Da nun die kleine Achse des Kegel- 
schnittes B = ist, die Entfernung des imaginären Brenn- 
punktes vom Mittelpunkt xdi, so ist die große Halbachse 
(oder die Entfernung eines reellen Bl*ennpunktes vom 
Mittelpunkt) ix^ d^ + R^ = x d = d ctg/i . Das ist aber 
OE = OE\ 

160. Die Gleichungen der logarithmisdien «Spirale 
sind so einfach, daß wir einige aus ihr abgeleitete Kurven, 
die bei den allgemeinen zykloidalen Kurven komplizierter 
sind, sofort behandeln können. Das ist zunächst die 
Inverse in bezug auf den Pol. Ihre Gleichung ^ = ee"**^ 
läßt sich durch die Substitution = —0' sofort auf di^ 
der ursprünglichen Kurve zurückführen. .Da die Ver- 
änderung von c die Kurve nur dreht, gilt allgemein: Di^ 
Inverse einer hgarithmischen Spirale in hezug auf einen- 
Kreis um das Auge als MittelpunTct ist mit ihr kongruente 

Wir wollen auch die Fußpunktskurve der logarith- 
mischen Spirale in bezug auf das Auge betrachten. Da^ 
aber die Gleichung in Polarkoordinaten gegeben ist, steUeiv 
wir zuerst die negative Pußpunktskurve auf, d. h. wirr 
errichten auf jeden Eadiusvektor im Endpunkte das Lot> 
und suchen dessen Einhüllende. Der Berührungspunkte 
bestimmt sich dann aus den zwei Gleichungen 

a?cosö + ysinö = 6"^, — a?sinö + ycosö = cxe**^ , 

deren Auflösung eine der Darstellung (42) analoge Para^ 
meterdarstellung ergibt. Indem wir die Ausrechnung denm 
Leser überlassen, sagen wir: Die negative Pußpunktskurve 
einer logarithmischen Spirale in bezug auf das Auge ist/ 
dieser kongruent. Daher ist auch die Fußpunhtslcurv^ 
selbst eine kongruente logarithmische Spirale. Na^ch einem 
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schon öfters benutzten Satze (Nr. 5) gilt also das gleiche voh 
der PoiarreziproJcen in hezug auf einen Kreis um das Auge. 
ZiMtz. Die Eigenschaften der logarithmischen Spirale er- 
innern auffallend an die üher Sinusspiraleh aufgestellten Sfttze 
(Nr. 92/3). Insbesondere ist die definierende Gleichung der letzteren 
^p : e = 1 : (n+ 1) fttr n = erfüllt. Da femer (fQr n = 0) —n = n 
und nl(n 4- 1) = n ist, stimmen auch die über Inverse und Fuß- 
punktskurven von Sinusspiralen aufgestellten Sfttze mit den ent- 
sprechenden für die logarithmische Spirale überein. Kur die 
definierende Gleichimg (6) von Nr. 92 f* = nß scheint zu wider- 
sprechen. Der scheinbare Widerspruch besagt jedoch nur, daß 

die Gleichung der logarithmischen Spirale in die Form ^ = a sin ** nO 
nicht gebracht werden kann. Setzen wir aber in dieser Gleichung 

ö = ö + ocjn j Q = ^ /sin^x , so wird sie 

(A) Q = a sin" (n a> + a)/sin" « 

und stellt, da weder die Drehung noch die fthnliche Ver- 
kleinerung den Charakter der Kurve ändern, wieder eine Sinus- 
spirale vom Index n dar. Jetzt wird aber die erwähnte Glei- 
chung (6) zu /« = nö4-«, also für n = zu |M = « = konst. 
Also müBte Gleichung (A) für n = die logarithmische Spirale 
^ = a e^etg« darstellen; tatsächlich gibt sie aber nur eine Identität. 
Potenziert man jedoch mit n und dividiert mit n , so findet man 

^ If (ir _ ^(n^ + «) ] = logl - <ö eiga = . 
n = nV\a! «ma J ^ a ^ 

Das ist in der Tat die gewünschte Gleichung der logarithmischen 
Spirale. Nach allem ist also diese als Sinusspirale vom In- 
dex n = aufzufassen. 

161. Die Evolventen der logarithmischen Spirale sind 
im allgemeinen neue Kurveü, die dort, wo die Abwicklung 
b^^innt, eine Spitze haben. Da alle Evolventen ein System 
von ParaJlelknrven bilden , unter ihnen sich aber eine 
befindet I die der ursprünglichen Spirale kongruent ist, 
so ist jede Evolvente einer logarithmischen Spirale mit 
einer gewissen Parallelkurve derselben kongruent. Bei 
der mit der Orundkurve 8 kongruenten Evolvente S^ 
beginnt die Abwicklung vom Auge aus. Beginnen wir 
aber die Abwicklung von einem Punkte A auf 8 , welcher 
der vom Auge gezählten Bogenlänge l entspricht (Fig. 104); 
so mdasen wir die Krümmimgsradien von S' alle um l 
verkürzen. Daher ist die Parallelkurve einer logarithmischen 

WnuarasB, SpetieUe ebene Kurven. \^ 
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Spirale im Abstände l auf der 1conkaA}en Seite mit derjenigen 
Evolvente Icongruent, die ihre Spitze in dem PunTcte mit 
der Bogenlänge l hat. Nimmt man die Parallelkurve auf 
der konvexen Seite im Abstände l , so hat sie keine reelle 
Spitze. Denn die entsprechende Evolvente beginnt die 
Abwicklung in einem Punkte, für welchen »==—?. Dieser 
gehört einem zweiten imaginären vom Auge der Spirale 
ausgehend zu denkenden Zug an. 




Flg. 104. 



Verfolgen wir eine Parallelkurve der konkaven Seit^^ 
über ihre Spitze A hinaus, dem Auge der Grundspiral^^ 
zu, so wird ihr Krümmungsradius negativ und nähert sich^- 
nach unendlich vielen Umdrehungen dem Werte — Z. Di^ 
Parallelkurve nähert sich also unbegrenzt einem »asym- 
ptotischen Kreise« vom Eadius l um das Auge der Spiraln 
von innen. Die Parallelkurve im Abstände l auf der 
konvexen Seite nähert sich demselben Kreise unbegrenzt. 
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aber von außen. Da uns diese Singularität neu ist, wollen 
wir auch die natürliche Gleichung der Parallelkurve auf- 
stellen. 

Außer Ä' = Ä — Z hat man für diese nach (12) in 
Nr. 81 noch die Gleichung »' = » — Zt [xt = log»] . Setzt 
man in der ersten Gleichung ^ = xs^ so ergibt sich um- 
gekehrt X« = Ä'-f ly und wenn man in die mit x multi- 
plizierte zweite Gleichung diesen Wert einsetzt, 

x8'= «'+ l - nog(«'+ l)lx , 

oder wenn man die Konstanten wegläßt, die bloß den 
Anfangspunkt der Bogen verschieben, 

(47) xs'^'R'-l log(«' + l) . 

Man erkennt hier die Spitze für Ä'=0, x»'=— HogZ, 
die also nur für I>0 reell ist. Ferner sieht man, daß 
8^ einmal unendlich wird für Ä' = cx> , da ^"^ viel stärker 
unendlich wird, wie log(Ä'+ 1) , ein andermal für ^' = — L 
Da t' von t sich höchstens um eine additive Konstante 
unterscheidet, für Ä'= — Z aber ^ = und also t'= — oo 
wird, hat die Kurve einen asymptotischen Bereis vom 
Badius l . Gleichung (47) mit der Evolventengleichung 
zu identifizieren, dürfen wir dem Leser überlassen. 

162. Wir haben in diesem Kapitel nur Kurven be- 
handelt, die eine der Kegelschnittsgleichung 

analoge Gleichung in natürlichen Koordinaten hatten, wo 
y statt ^ , X statt 8 gesetzt werden muß. Der Zusammen- 
hang zwischen den Zykloidalen und dem jeweilig in kar- 
tesischen Koordinaten entsprechenden Kegelschnitt kann 
nun in folgender Weise geometrisch hergestellt werden. 

Läßt man irgend eine Kurve f auf einer Geraden 
rollen, so beschreibt der jeweilige Krümmungsmittelpunkt G 
des Berührungspunktes eine Kurve F^ die man »Mann- 
heimsche Kurve« von F nennt^^^). Nimmt man die 
Gerade als rv-Achse, eine zu ihr in senkrechte Gerade 



^'') A. Mannheim bestimmte diesen Ort zuerst auf kinematisch- 
geometrischem Wege fQr verschiedene Kurven, insbesondere Zy- 
kloidalen im Journ. math. p. appl. (2) 4, 1859, 93—104. Benennung 

von E. WöLFFING. 

15* 
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als y-Achse, und zahlt auf f die Bogen von dem Punkte A aus, 
der beim Bollen die Gterade in O berührt, so sind die Koordi- 
naten von C jeweils x = Sj y = ^ (Fig. 105). Demnach 
ist die Mannheim sehe Kurve der Zykloidale »*/** + ^/&* = 1 
die Ellipse x^ja^ + y*/6* = 1 • Das Abrollen besteht hier 
dann, daß die Zykloidale immer wieder dieselbe Strecke 
von der Länge 2 a einmal oben, einmal unten durchlauft. 
Die Kurve hat Spitzen (eventuell auch asymptotische 

Punkte) dort, wo die Mann- 
f"*!^^ heim sehe Kurve die a?- Achse 

^•x^ durchschneidet, Scheitel, wo die 

^\C Mannheim sehe Kurve Maxima 

% 1^ oder Minima besitzt. Die Ellipse 

\^ P r ^ langgestreckt (a > 6) für Epi- 

N^^J ^ ^x' zykloiden, hochgestellt (a<6) 

7"=^^ für Hypozykloiden; sie wird 

zum Kreis (a = b) für die Zy- 
kloide. Transformiert man sie 
auf den Seheitel und läßt h 
Fi|. 105. und a unendlich werden, so daß 

b^/a endlich bleibt, so wird sie 
zur Parabel y^ = 2px mit der Geraden als .großer Achse: 
der Mannheim sehen Kurve der gemeinen Kreisevolvente 
mit der natürlichen Gleichung Ä« = 2 p « . 

Von der Parabel kommt man zur Hyperbel, wenn 
man das weggefallene Glied h^x^ja^ wieder einführt, aber 
mit negativem 5* : y * = 2 p a? + 6* x^ja^ oder auf den Mittel- 
punkt transformiert: aj*/a* — y*/5* = 1 . Das ist eine 
Hyperbel mit der Geraden als reeller Achse: die Mann- 
heim sehe Kurve der Parazykloide. Doch muß die Para- 
zykloide zweimal abrollen, um die ganze Hyperbel zu be- 
schreiben. Wir lassen nun a und h immer kleiner werden, so 
daß aber das Verhältnis hfa einen bestimmten Wert x be- 
hält. D. h. wir betrachten ähnliche und ähnlich liegende, 
konzentrische Hyperbeln, die alle dieselben Asymptoten 
y2 = x^ x^ haben. Diesen letzteren entsprechen zwei loga- 
rithmische Spiralen. Wir sehen also einerseits, daß die 
Mannheim sehe Kurve einer logarithmüschen Spirale eine 
Gerade ist, andererseits, daß die Parazykloiden sich im 
Unendlichen wie logarithmische Spiralen verhalten, was 
bei der Kreisevolvente nicht der Fall ist. In gleioher 
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Weise kann man sagen, daß die Epi- und Hypozykloiden mit 
Einschloß der Zykloide imaginäre logarithmische Spiralen 
als Asymptoten haben. Näher können wir auf das Ver- 
halten im Unendlichen nicht eingehen. 

163. Wir lassen jetzt a und 6 wieder wachsen, multi- 
pliziepren aber beide mit i. Bas Verhältnis a/h möge 
bleiben. Dann erhalten wir die zu den vorigen pseudo- 
ähnliehen Hyperbeln mit denselben Asymptoten, für die 
die (Gerade imiaginäre Achse ist. Ihre Gleichung ist 
y*/&* — a?*/a* = 1 . Die entsprechenden Zykloidalen, deren 
Mannheim sehe Kurven sie sind, sind Hyperzykloiden, 
mit denselben logarithmischen Spiralen als Asymptoten, 
wie die vorhin betrachteten Parazykloiden. Wieder muß 
eine Hyperzykloide zweimal auf der (Geraden abrollen, 
damit die ganze Hyperbel erzeugt werde. Ist die Para- 
bzw. Hyperzykloide eine Pseudozykloide, so wird die 
Mannheim sehe Kurve eine gleichseitige Hyperbel in der 
einen oder anderen Lage. Die Kurven, deren Mannheimsche 
Kurven Kegelschnitte in einer bis jetzt nicht vorgekommenen 
Lage sind (hochgestellte Parabel, Hyperbel in der Oleichungs- 
form a;y»konst.), werden uns erst beschäftigen. Sie 
haben mit den Zykloidalen keinen ersichtlichen Zusammen- 
hang. 

Interessant ist noch, den Ort des Mittelpunktes des 
Grundkreises beim Abrollen einer Zykloidale auf der Ge- 
raden zu verfolgen. Nach den Formeln (19) ist wenn wir 
dasselbe Koordinatensystem zugrunde legen, x zu s, y 
zu Ä proportional. Daher ist auch dieser (M ein Kegel- 
schnitt. Er hat im allgemeinen die Gleichung 

m — S^ji— + — ^IfeF— = 1 

und ist demnach in jedem Falle von derselben Gattung, 
wie die Mannheimsche Kurve und mit dieser konzentrisch. 
Eine genauere Diskussion sei dem Leser überlassen. Nur 
für die logarithmische Spirale bemerken wir noch, daß 
die Gerade, welche der momentane Krümmungsmittelpunkt 
beschreibt, mit dem Orte des Auges identisch ist. Dies 
geht schon aus den oben angeführten Sätzen über Krüm- 
mungsradien und Bogen hervor und wird vom Leser leicht 
bestätigt werden. 
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§ 25. Die trochoidalen Kurven. 

164. Wir müssen uns nun den Kurven zuwenden, 
die beim Abrollen zweier Kreise aufeinander von einem 
beliebigen Punkte P der Ebene des rollenden Kreises 

beschrieben werden. Biese 
nennen wir »trocho- 
idale Kurven« oder kurz 
»Trochoidalen« (ÖTQoxdg, 
das Bad) im Gegensatz zn 
den im vorigen Paragra- 
phen behandelten »Zyklo- 
idalen«, die ein Punkt der 
Peripherie beschreibt. Ftr 
ihre analytische Behand- 
lung sind natürliche Koor- 
dinaten nicht zweckmäßig. 
Wir legen ein rechtwink- 
liges Achsensystem zu- 
grunde, dessen d?- Achse 
durch eine der Lagen Pq 
bestimmt sei, wo der be- 
schreibende Punkt P in einer Geraden mit den Mittel- 
punkten 0,0^ der beiden Kreise dem Berührungspunkt M 
der beiden Kreise am nächsten liegt (vgl. Fig. 106). 

Ist CO der Wälzungswinkel am festen, tp der ent- 
sprechende am rollenden Kreise, so haben wir zunächst 
wieder 

E(o = ryj \(o + %p = — 




Rg. 106. 



(1) 



CO 



und für die Koordinaten des Punktes P , wenn wir 0^P = 1i 
setzen, 



• (2) 



X = {R + r) cosö) — A cos co , 

y = {R + r) Binco — h sin co . 



Diese Gleichungen ergeben sich ohne weiteres, wenn man 
die gebrochene Linie 00' P auf die a?- bzw. y-Achse 
projiziert. Für A = r gehen sie in die Gleichungen der 
Zykloidalen (Gleichung (15*) in »"r. 143) über. Die 
Formeln (2) sind zwar zunächst für den Fall aui^^estellt, 
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daß der rollende £j*eis den festen von außen berührt, der 

Berührungspunkt also die beiden Kreismittelpunkte trennt. 

Sie gelten aber auch, wenn 

jO' auf derselben Seite von 

M liegen; man muß dann 

die Anfangslage wieder so 

nehmen, wie oben angegeben, 

und den Größen r und ft das 

negative Vorzeichen erteilen. 

Eine direkte Au&tellung der 

Formeln in diesem Falle würde 

das bestätigen (Fig. 107). 

165. Die gewöhnliche Er- 
zeugung der Trochoidalen läßt 
sich offenbar auch so auf- 
fassen, dftß ein Punkt 0' auf 
einem Kreise um sich 
gleichförmig bewegt, während 

um ihn der beschreibende Punkt P auf einem anderen 
Ej*eise gleichmäßig rotiert. Das ist die epizyklische Be- 
wegung, mittels der die Alten (Ptolemäüs im Almagest 
zw. 125 u. 151 n. Ohr.) die Bahnen der Planeten in bezug 
auf die als ruhend gedachte Erde erklärten. Die Eotation 
von P kann dabei in demselben Sinne erfolgen wie die 
von 0'' (wie in Fig. 106) oder im entgegengesetzten (wie 
in Fig. 107). Für die erzeugten Kurven ist das jedoch 
nicht wesentlich unterscheidend, ebensowenig wie die Art 
der Berührung der rollenden Kreise. Wir werden dies 
schon aus dem bezüglichen Verhalten der Zykloidalen 
(Kr. 141) vermuten. Im allgemeinen Falle sehen wir es 
aus einer dritten Auffassung der Bewegung, der wir sogleich 
näher treten wollen. 

Ziehen wir in Fig. 106 eine Parallele OQ durch 
zu O'P^ gleich O'P ^ auch dem Sinne nach, so kann P 
als die vierte Ecke eines Gelenkparallelogramms OQPO^ 
aufgefaßt werden, dessen zwei Stäbe 00' und OQ um 
gleichförmig rotieren, mit Geschwindigkeiten, die zu co 
und CO + y) bzw. proportional sind. Wir wollen aber, 
der Wichtigkeit des Ergebnisses wegen, diese Erzeugungs- 
art direkt behandeln und sie dann mit der ursprünglichen 
Bollbewegung zu identifizieren suchen. 
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166. Es seien die beiden um O drehbaren Gelenk- 
Stäbe OA = 1c und OB = { , die vierte Ecke des Parallelo- 
gramms P (Fig. 108). In der Anfangslage, wo OA und 
0^ in eine Gerade (f) fallen, seien die Stäbe entgegen- 
gesetzt gerichtet. Die Drehung erfolge zunächst in dem- 
selben Sinne, so daß nach Ablauf der Zeiteinheit OA sich 
um den Winkel 9?, OB um den Winkel x gedreht hat. 
Betrachtet man die Ebene als die komplexe Zahlebene, 
so ist P die Summe von A und B und wir erhalten for 
die Koordinaten von P 



(3) 



a? + fy = Ä;e*»' + Ze*<*+z> 




Fig. 108. 



(3*) 



oder, wenn man Beelles und Imaginäres trennt, 

{x = 1ccoB<p — Icoßx 
y = fcsin^? — Zsin;^ • 

Vergleichen wir diese Gleichungen mit den Gleichungen (2), 
so kann man sie auf zweierlei Arten mit ihnen identifizieren, 
indem man nämlich setzt 



22 + r=Tfc; ä = Z; 



a> = 9?; 



R + r 



<^ = X) 



hieraus — = - — — und also 

r q> 



B = 



Ä, r = — Ä; 



IL 



hieraus -7- = 



9 — 1 



und also 



iJ' = 



x — v 
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Die I. trochoidale Erzengang ist die, von der wir ur- 
sprünglich ausgingen. Man findet das Momentanzentrum M 
auf OA 9 indem man OA im umgekehrten Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten von A und P , die letztere relativ 
zu OJ. gerechnet, teilt. Dies ist uns schon »von früher 
(Nr. 147) bekannt. Die n. Erzeugung ist eine notwendige 
Folge davon, daß die beiden Stäbe OA , OB ganz gleich- 
berechtigt sind. Man erhält das Momentanzentrum M' 
auch hier, indem man OB im Verhältnis, der Winkel- 
geschwindigkeiten von B' und P, letztere relativ zu OP 
gerechnet, teilt. Ist x>^y so liegt M zwischen und 
A , M' außerhalb OB auf der Seite von . Bevor wir 
in eine nähere Diskussion eintreten, sei noch bemerkt, 
daß nach den angegebenen Werten 

AMiAP=^OMiOM'=^Tc(p:lx, 

also M' und M mit P in einer Geraden liegen. Das 
muß auch stattfinden; denn diese Gerade ist die Kurven- 
normale. 

167. Nach der Erzeugung durch das Gelenkparallelo- 
gramm gibt es nur zwei Arten von eigentlichen Trochoidalen, 
das sind 1. die, für welche q)jx > , 2. die, für welche 
9lx < . Im letzteren Falle ist etwa 9? > , ;f < zu 
nehmen. TTm die entsprechenden Formeln aus den oben 
gegebenen abzuleiten, hat man dann nur auch, damit die 
Anfangslage stimmt, l <0 anzunehmen. 

Wir nennen nun die erzeugten Kurven hei gleich 
geriehtekm Drehsinn der beiden OelenTcstabe OA^ OB Epi- 
troohoidenf bei efUgegengesetzt gerichtetem Drehsinn Hypo- 
trochoiden. Diese Bezeichnung stimmt mit der früher für 
Bpi- und Hypozykloiden aufgestellten völlig überein. Denn 
sind q) und x positiv und ;t > 9^ > so ist im Falle (I) B 
und r positiv, d. h. der bewegliche Ereis liegt außerhalb 
des festen; im Falle (II) ist B' positiv, aber r' negativ, 
d. h. der bewegliche Kreis berührt den festen von innen, 
schließt ihn aber vollständig ein, da |r'| > P' . Ist ;c < 9? , 
so sind im Falle (11) P' und r' von gleichem, im Falle (I) 
B und r von ungleichem Zeichen, aber wieder so, daß 
|P| <r. Der rollende Ereis ist also immer ganz außer- 
halb des festen, wie das bei den Epizykloiden der 
Fall' war. 
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Ist q) positiv, X negativ {l negativ), so sind in beiden 
Fällen die Eadien der rollenden Kreise von verschiedenem 

Zeichen (vgl. Fig. 109); im- 
mer aber ist der Eadius des 
beweglichen Kreises absolut 
genommen kleiner als der 
des festen. Der bewegliche 
Kreis ist also immer ganz 
innerhalb des festen, wie es 
bei den Hypozykloiden der 
Fall war. 

168. Die Epi- und Hy- 
potrochoiden scheiden sich 
femer je in zwei Familien, 
nach der Größe von Iflc im 
Verhältnis zu q>lx* Ist 

F.,.,09. lß<9lX, 

SO ist bei der ersten Erzeugung 
Ä < |r I , bei der zweiten j^'> |r'| . Ob also der beschreibende 
Punkt bei der Eollbewegung innerhalb oder außerhalb des 
beweglichen Kreises liegt, bietet kein Unterscheidungs- 
merkmal. Für die Eollbewegung können wir aber die Be- 
dingung Ifk < q)lx dahin formulieren, daß der beschreibende 
Punkt und der Mittelpunkt des festen Kreises durch die 
Peripherie des rollenden Kreises voneinander getrennt sind. 
Diese Trochoidalen nennen wir wegen ihrer Form »ge- 
streckt (geschweift)«. 

Auch wenn Iflc > q)jx , ist der beschreibende Punkt 
bei der einen Erzeugung (wo |r|<^|Ä|) außerhalb, bei 
der andern innerhalb des beweglichen Kreises. Immer 
aber liegen der beschreibende Punkt und der Mittelpunkt 
des festen Kreises auf derselben Seite der Peripherie 
des beweglichen Kreises, entweder beide innerhalb oder 
beide außerhalb. Diese Trochoidalen heißen wir »ver- 
schlungene Trochoidalen«. 

Ist IjTc = (fix , so liegt der beschreibende Punkt auf 
der Peripherie des rollenden Kreises, und wir haben die 
Zykloidalen, oder wie wir sie hier nennen können, die 
»gespitzten Trochoidalen«. 
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1 69, Um den Verlauf der gestreckten und verschlungenen 
Trochoidalen besser übersehen zu können, ist es gut, den 
Wendekreis W (Nr. 132) zu betrachten. Dieser berührt 
in M beide Bj-eise und liegt in bezug auf 0' zu dem 
Kreise über B als Durchmesser homothetisch. Sein Eadius 
ist also «7 = 10.= JBr/2(i2 + r). Er liegt außerhalb des 
festen Kreises und ganz im beweglichen Kreise, wenn dieser 
außen rollt. Eine verschlungene Epitrochoide {h > r) kann 
daher überhaupt keinen Wendepunkt haben, weil P nie 




Flg. 110. 



in das Innere von W gelangt. Da nun von seiner An- 
fangslage P© aus der Punkt P zuerst nach der der Eoll- 
bewegung entgegengesetzten Seite sich wendet, muß die 
Kurve die Scheitelrichtung OPq in einem Punkte B über- 
schneiden. Wegen der Symmetrie bildet also die ver- 
schlungene Epitrochoide Schleifen, deren Doppelpunkte auf 
den Scheitelgeraden liegen. Zu diesen (primären) Doppel- 
punkten können noch andere (sekundäre) treten, wenn bei 
genügend großem h die Schleifen sich gegenseitig über- 
schneiden. Dies ist z. B. in unserer Fig. 110 der Fall, wo 
der Modul ^ = f genommen wurde. 
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In gleicher Weise können auch die gestreckten Epi- 
trochoiden keine Wendepunkte haben, wenn h <ir — Q_, 
d. h. h < r^l{B + r) ist. Die Kurve verläuft dann völlig 
konkav gegen den Mittelpunkt des festen Kreises*^'). 
Außer den Hauptscheiteln hat sie aber dann noch Keben- 
scheitel, auf deren Betrachtung wir nicht eingehen können. 
Ist jedoch r > Ä > r^l{B + r), so hat die geschweifte Bpi- 
trochoide Wendepunkte, die innerhalb des durch die Eadien B 
und B + Q_= B{B + 2r)j{B + r) bestimmten Kreisringes 
liegen (vgl. die der vorigen entsprechende Fig. 111). Die 




Flg. 111. 

Kurve beginnt dann in der Anfangslage konvex gegen . 
Wenn h gerade gleich r^l{B + r) ist, treten in der einen 

*'^ So ist z. B. die Bahn des Mondes relativ zur Sonne. Wenn 
wir ^B-i-r = 150000000 km setzen, den synodischen Monat zu 29f^, 
das siderische Jahr zu 365^^ annehmen, so finden wir B und r, 
indem wir die Sonnenentfernung im Verhältnis 365i : 29 j^ teilen. 
Es ergibt sich ungefähr B = 138800000 km, r = 11200000 km. 
Die kritische Entfernung r — Q.= H/(JJ + r) bestimmt sich hieraus 
zu 838000 km. Die Mondentfemung ist aber geringer als die Hälfte 
dieser Strecke, nämlich h = 385000 km, so daß sich also die Hond- 
epitrochoide niu* wenig von einem Kreise unterscheidet. Genaue 
Zeichnung siehe bei Martus, Astr, Erdkunde, 3. Aufl. Leipzig 
(0. A. Koch) 1904, 382. Die «Tupitermonde beschreiben teils ver- 
schlungene, teils gestreckte Epitrochoiden um die Sonne. 
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Hälfte der Hauptscheitely die der Anfangslage entsprechen, 
Flachpunkte anf . 

170. Wird r kleiner und geht durch N"ull zu negativen 
Werten über, so bleibt w zunächst positiv. Der Wende- 
kreis liegt aber doch auch auf der Seite der Tangente in M , 
wo die erzeugenden Kreise liegen. Das positive Vorzeichen 
von ib zeigt also nur an, daß der Wendekreis und der 
rollende Kreis auf derselben Seite von M liegen. Der 
Badius w wächst von bis \r\ , wenn \r\ = ^B ist. So- 
lange also |r| < 4^ J2 , ist to < |r| . Da für die verschlungene 
Hypotrochoide nach der obigen Definition Ä > |r| ist, wenn 
\r\ <^Itj kann auch diese keine Wendepunkte haben und 
ist der verschlungenen Epizykloide analog, nur daß die 
Schleifen nach auswärts gerichtet sind. Ist h aber wenig 
kleiner als |r|, so entsteht eine gestreckte Hypotrochoide 
mit Wendepunkten, die sich von einer analogen Epi- 
trochoide dadurch unterscheidet, daß sie in den der An- 
fangslage entsprechenden Scheiteln die konvexe Seite nach 
außen kehrt. Für Ä = r*/(Ä — |r|) treten in den andern 
Hauptscheiteln Flachpunkte auf und wenn h kleiner als 
dieser Wert wird, ist ebenfalls die ganze Kurve konkav 
gegen 0. Der Leser möge sich hier selbst, etwa an-* 
schließend an die Steinersche Hypozykloide, entspre- 
chende Figuren herstellen. Die Kurven werden dann 
rationale Quartiken mit drei Knoten oder drei isolierten 
Punkten. 

Wird \r\ > ^Ä, so wird w> |r| , der Wendekreis also 
großer als der rollende Kreis, bis für r = — f JK auch w = B, 
d. h. der Wendekreis so groß wie der erzeugende Kreis 
wird. Von da ab wächst w ins Unbegrenzte, solange 
noch Hypotrochoiden erzeugt werden, d. h. solange |r| < JR . 
Erst für |r I > B und r < wird w <0, d. h. der Wende- 
kreis tritt, zunächst sehr groß, auf die andere Seite von M . 
Jetzt werden wieder Epitrochoiden erzeugt. Wir wollen 
aber eine genauere Diskussion bei den zweiten Erzeugungs- 
arten dem Leser überlassen. 

171. Bevor wir darangehen, die Trochoidalen für be- 
sondere, vor allem unendliche Werte von B und r zu be- 
trachten, müssen wir dem Falle, wo h = B + r ist, unser 
Augenmerk schenken. Die entsprechenden Trochoidalen 
sind für positives und negatives r vom verschlungenen 
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Typus; alle Schleifen gehen durch das Zentrum des festen 
Kreises. Die Gleichungen (2) ergeben die Darstellung 

x= 2(i2 + r)sin— ^— -ö)sm-r— CO , 



2r 2r 

y = —2(B + f)cos — 2^;— (o sin^ <o 



(4) 

Hieraus erhält man 
x^ + y^ = MB + r)^Bm^^co, f = -ctg ^J^ co . 

Setzt man, um Polarkoordinaten einzuführen, 

yjx = -ctg(ö + i^) , SO wird a> = (ö + i:7r) • 2r/(i2 + 2f), 

so daß schließlich 

(5) Q = 2(B + r)8in^f^{e + i^) 

als Gleichung in Polarkoordinaten sich ergibt. Demnach 
sind diese »sternförmigen Trochoidalen«, wie sie auch ge- 
nannt wurden, nichts anderes als die uns schon bekannten 
Eosenkurven von der Gleichungsform (Nr. 83) 

(5*) Q = msin/id> . 

Da öj = 9 + ^jt zu setzen ist, so sehen wir, daß in (5) die 
Achse durch die Mitte eines Blattes geht. Ist fi gegeben, 
so findet man r/B = (1 — ^)/2 ju . Daher können wir die 
Eosenkurven in zwei Klassen teilen, je nachdem sie zu den 
Epi- oder Hypotrochoiden zählen. Wir haben epitrochoidale 
Eosenkurven für /w < 1 , hypotrochoidale Eosenkurven für 
/i > 1 . Dazwischen steht der Kreis für /i = 1 . 

172. Die bekanntesten Eosenkurven sind die für /i = 2 
und /i = 3 . Für die erstere wird r = — ii? , für die zweite 
r = '-^Bj es sind dies das regelmäßige Vier- und Drei- 
blatt, die Fußpunktskurven der regulären Astroide und der 
Steinerschen Hypozykloide in bezug auf den Mittelpunkt. 
Für fi = \ ergibt sich t = \B^ für fi = \ r = Ä. Die 
erstere, von der Fig. 112 ein Bild gibt, ist eine Kurve 
6. Ordnung, die zweite eine Quartik, die wir als Inverse 
der Trisektrix desMACLAUKiN schon erwähnt haben (Nr. 84). 
Auch die beiden letzteren sind Fußpunktskurven bekannter 
Zykloidalen, wie wir im folgenden sehen werden. 



172, 173. 



§ 25. Die trochoidalen Kurven. 



239 




Fig. 112. 



Von speziellen eigentlichen Trochoidalen sind nur je 
eine Hypo- nnd Epitrochoide bemerkenswert. Die Hypo- 
trochoide entsteht für r = — |E bei 
beliebigem h. Ihre Gleichungen wer- 
den nach (2), wo h das Zeichen zu än- 
dern hat, 

X = {^R + Ä)C0S(ü , 

y = {^R — Ä)sina> . 

Es ist dies also eine Ellipse, die für 

Ä = r = ^jB in den Durchmesser y = 

übergeht (vgl. Nr. 72). 

Die Epitrochoide wird erzeugt für 
r = R bei beliebigem h . Ihre Glei- 
chungen sind 

(7) x — h = 2cosa)(jB — Acosco) , y = 2sinö>(i2 — äcosco) . 

Führt man Polarkoordinaten ein, indem man x — h = Q cos , 
y = ^sinö setzt, so erhält man = co und die Gleichung 

(7*) Q = 2{R — hco8a)) . 

•Das ist die Gleichung einer Pascalschen Schnecke, die 
für h = R zxL einer Kardioide wird. 

Zusatz. Die Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes bietet 
bei Trochoidalen kein besonderes Interesse. Doch sei hier ergänzend 
bemerkt, daß die Krümmungsradien der Scheitel, wo die Savary- 
sohe Konstruktion im Stiche läßt, leicht aus dem algebraischen 
Ausdrucke mit Hilfe des Wendekreises konstruiert werden können. 
Nach (10) in Nr. 128 ist für einen Scheitel, da 

sinö = 1 , l/(^ -q) + IIq = 1/Ä + llr = lld, 

also ^ = e^Ke — Q.) . Q. selbst konstruiert man am bequemsten 
aus der Formel r — Q. = r*/(Ä + r) . Die Quadratur der Trocho- 
idalen ist elementar; es ergibt sich aber kein geschlossenes Be- 
sultat. Auf Evoluten und andere abgeleitete Kurven können wir 
luis nicht einlassen, da diese komplizierterer Natur sind. 

173. Wir wollen jetzt noch eine andere Erzeugung 
besprechen, die eine früher für Zykloidalen gegebene er- 
weitert und dadurch verständlicher macht. 

Es mögen zwei Punkte N, L auf einem K!reise (0) 
vom Eadius R laufen, der eine mit (p , der andere mit ;f (> 9?) 
als Winkelgeschwindigkeit. Ein Punkt P teile LN im Ver- 
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hältnis p : q (Fig. 113). 




Was ist der Ort von Pt Ziehen 
wir PAWLO, PBWNO, 
so ist 

P 



0A = 



p + q 



R, 



Fig. 113. 

Strecke OÄ im Verhältnis (x 
Eadien der rollenden E!reise 



OB = —^R, 

beide also konstant. Wir 
haben demnach ein Ge- 
lenkparallelogramm OAPB, 
dessen zwei um drehbaren 
Stäbe gleichförmig rotieren. 
Daher beschreibt P eine 
Trochoidale. Teilt man im 
Momentanzentmm M die 
- q>)lq> , so ergeben sich die 



(OJf =)J2 = 



z — <p 



P + ^ 



Ä, {AM=)f = ^ 



X p + q 



B, 



während h = AP = OB ist. Bestimmt man zu P den in 
bezug auf L , N harmonisch gelegenen Punkt P' , der das 
i?eilverhältnis —piq bat, so hat man in den Ausdrücken 
für JS, r und h nur q das negative Zeichen zu geben. 

Dies kann man so auf- 
fassen, daß alle drei Größen 
mit (p + q)l(p — j) multi- 
pliziert werden. Daher be- 
schreiben aUe zu Lj N har- 
monisch gelegenen Punk- 
te P, P' ähnliehe Trochö- 
idalen. Unter diesen sind 
auch zwei Zykloidalen, wenn 
r = +A ist. Dann ist das 
Teilverhältnis p/j =±;t/9'- 
Da für den inneren Punkt Q 
(Fig. 114) MA=^AN=^AQ, 
so ist QM ± LNj also LN 
selbst die Tangente. Das 
fanden_wir früher (Nr. 148). Für den äußeren Punkt Q' 
wird R = Ry also N das Momentanzentrum, LN die MTor- 




Fig. 114. 
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male. Q beschreibt also die Evolute der Zykloidale, die Q' 
beschreibt. Es ist demnach auch hieraus klar, daß diese 
beiden Zykloidalen gleichfalls ähnlich sind. 

Wir fragen nun noch, welcher Punkt von LN eine Eosen- 
kurve beschreibt. Offenbar derjenige, für den OA = OQ , 
das ist der Mittelpunkt 8 der Sehne LN (p/q = 1). Nun 
ist aber 081, LN und LN hüllt eine Zykloidale ein. Da- 
her haben wir den Satz: Die Fußpünklskurve einer Zy- 
kloidede ist eine sternförmige Trochoidale von demselben 
Modul. Der Modul E/r ist nämlich für alle Teilverhält- 
nisse gleich (x — q>)l<p . Daher ist die in Nr. 172 erwähnte 
Sextik mit der Polargleichung ^ = m sin^ d als Eosenkurve 
vom Modul 2, die Fußpunktskurve der Epizykloide des- 
selben Moduls, d. i. der Nephroide in bezug auf den Mittel- 
punkt. Und die andere Eosenkurve ^ = msin^ö mit dem 
Modul 1 ist die Fußpunktskurve der Kardioide in bezug 
auf den außerordentlichen Brennpunkt, den Mittelpunkt 
des Grundkreises. Für xl9^ < brauchen wir die Über- 
legungen nicht zu wiederholen. Es ist jetzt ohne weiteres 
verständlich, daß die Eosenkurven mit den Moduln —3 
und —4, d. i. das regelmäßige Drei- und Vierblatt, Fuß- 
punktskarven der Hypozykloiden desselben Moduls, näm- 
lich der Steinerschen Kurve und der regulären Astroide 
sein müssen. 

ZlSatz. Die Inversen der Rosenkurven in bezug auf einen 
Kreis um den Mittelpunkt sind die Ährenkurven (Nr. 84). Da nun 
die Fußpunktskurren die Inversen der Polarreziproken sind, so 
sind die Boiarretifrohen der Zykloidalen in bezug auf einen Kreis 
um de» Mittelpunkt Ährenkurven. Insbesondere ist polarreziprok 
zur regulftren Astroide die gleichseitige Kreuzkurve, zur Steiner- 
schen Kurve die Trisektrix von de Longohamps, zur Kardioide die 
Trisektrix des Maolaubin und zur Nephroide eine Quartik von der 
Polargleichung q sin^ = m , die Inverse der in Fig. 112 gezeich- 
neten Rosenkurve. 

174« Diese Betrachtungen lassen sich leicht auf den 
Fäll erweitem, daß L und N auf zwei konzentrischen 
Kreisen von den Badien r und R mit den Winkelgeschwin- 
digkeiten X ^^^ 9 laufen. Die beiden Gelenkstäbe sind 
dann hier 

OA = -^R, OB^ 



p^q ' p + q ' 

WuLUTHSB, SpezieUe ebene Kurven. 16 
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während die Eadien B und r dieselben Werte wie vorhin 
haben (vgl. Fig. 115). Auch hier gilt offenbar der Satz, 
daß harmonisch zu L, N liegende Punkte P , P' ähnliche 
Trochoidalen beschreiben. Sind P und P' die Schnittpunkte 
der Winkelhalbierenden von <^LON und seinem Neben- 
winkel mit der Geraden LN , so ergeben sich ähnliche 
Eosenkurven. Im vorigen Falle war P' ins Unendliche 
•gerückt. Auch zwei ähnliche Zykloidalen sind wieder dar- 
unter. Da r=±OB werden muß, damit eine Zykloidale 
entstehe, ist das Teilverhältnis plq = +xl^ : Bjr , also 
gleich dem Doppelverhältnis der Winkelgeschwindigkeiten 
und der Kreisradien. 




Flg. 115. 

Es gibt auf LN keinen Punkt dessen IN'ormale immer 
senkrecht zu LN stünde. Der Grund ist eben der, daß 
LN gar keine Trochoidale einhüllt. Wohl aber existiert 
ein Punkt T auf LN j dessen Normale^ immer mit LN 
identisch ist. Für diesen Punkt T muß JB = Ä seih. Hier- 
aus ergibt sich pjq = —xh • ^^^ ^*^^* -^^ ^^^ Evolute 
einer Trochoidale ein. Diese Trochoidale wird von dem 
Punkte T beschrieben, der LN außen im Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten teilt. 

Beisp. 1. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten sei — 1, 
d. h. die Punkte L, N laufen mit entgegengesetzt gleichen Winkel- 
geschwindigkeiten auf zwei sonst beliebigen konzentrischen Kreisen. 
Der Modul aller durch Punkte der Geraden L , N erzeugten Tro- 
choidalen ist — 2. Die Trochoidalen sind also lauter EUipsen. 
Für die Punkte P, P', die Zykloidalen beschreiben; muß p/q =±rlB 



174, 175. 



§ 25. Die trochoidalen Kurven. 



243 



sein. Daher werden diese durch die Winkelhalbierenden von -^LON 
und seinem Nebenwinkel ausgeschnitten. Dieselben Punkte be- 
schreiben aber auch die Rosenkurven des Systems. Es sind dies 
die Geraden OP und OP' selbst^ die ja fest sind, da OP die An- 
fangslage darstellt. Der Punkt T ist der Mittelpunkt von LN . 
LN hiiüt also die Evolute einer Ellipse ein, die von T beschrieben wird. 
Belsp. 2« Läuft L 12 mal so rasch in derselben Richtung wie 
N, so hüllt LN die Evolute einer bestimmten Epitrochoide vom 
Modul 11 ein. Das ist z. B. der Fall, wenn man sich die Endpunkte 
der Zeiger einer gewöhnlichen Taschenuhr immer durch einen ge- 
spannten Faden verbunden denkt (vgl. Nr. 148, Beisp. 1). 

175. Wie im Falle der Zykloidalen nehmen wir nun 
zunächst R = oo, d. h. wir lassen einen Kreis vom Eadins r 
auf einer Geraden rollen. Setzen wir in den Gleichungen (2) 
0) == rtplB , femer x — B = t/j y = x und gehen zur Grenze 
über, so erhalten wir für die »Trochoiden« die folgende 
Darstellung 



(8) 



x = r\p — Asinv' , y = t — hcosy^ 




Fig. 116. 



Diese Formeln lassen sich aus Fig. 116 direkt entnehmen. 
Man muß nur h das negative Zeichen erteilen, weil dort, 
der Übersichtlichkeit wegen, eine andere Anfangslage ge- 
nommen wurde, als der Festsetzung in Nr. 164 entspricht» 
Da es hier nur eine Erzeugungsweise gibt, haben wir für 
Ä > r verschlungene, für ä < r gestreckte, tüi h = r ge- 
spitzte Trochoiden (Zykloiden). Weil Q_= r {w = ^r) wird, 
müssen alle gestreckten Trochoiden Wendepunkte haben. 
Die verschlungenen Trochoiden bilden Schleifen, die sich, 
wenn h im Verhältnis zu r groß genug ist, auch über- 
schneiden können, so daß sekundäre Doppelpunkte auf- 
treten. 

Die Trochoiden stehen zu einer sehr einfach definierten 
Baumkurve, der gewöhnlichen Schraubenlinie, in einer merk- 
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würdigen Beziehung. Die Schraubenlinie sei durch die 
Gleichungen gegeben 

(9) X = a CO899 , y = a sin 9? , z = a(p tga , 

wo (X den ^Neigungswinkel ihrer Tangenten gegen die 
(Xj y)- Ebene bedeutet. Wir projizieren die Schrauben- 
linie von irgend einem Punkte aus. Wegen der Symmetrie 
können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, diesen 
Punkt in der (x^ ^)- Ebene annehmen, indem wir ihm die 
Koordinaten m, 0, n zuteilen. Dann entsprechen der 
durch den Punkt und die Schraubenlinie bestimmten Kegel- 
fläche die Gleichungen: 

(10) ^-»' — y - *>-« 



acos^p — m a sin 99 a(ptg(x—n 

Schneidet man diesen Kegel mit der (a?, y)- Ebene « = 0, 
so ergibt sich die Schnittkurve, dargestellt durch die 
Gleichungen 

,_, ainco^q? — mwtga) awsina? . 



n — atp tg(x n — a(p tg(x 

Nimmt man nun das Projektionszentrum unendlich fern, 
so daß m und n unendlich groß werden, während lim n/m 
endlich bleibt und gleich tgß ist, wo ß den Neigungs- 
winkel der Projektionsstrahlen gegen die {x , y)-Ebene be- 
deutet, so werden die Gleichungen (11) zu 

(12) X = a{co^<p — 99 tg a ctg/8) , y = aBinq) j 

die sich offenbar leicht mit den Gleichungen (8) identi- 
fizieren lassen {r = atgoc ctg/?, h = a). Damit dann die 
Trochoide verschlungen (gespitzt, gestreckt) sei, muß 
tg(XGtgß<l (=1, >1) sein, d. h. es ist tgß > (=, <)tga 
oder ^>(=, <)a. Wenn also der Neigungswinkel der 
projizierenden Strahlen gleich dem der Tangenten der 
Schraubenlinie ist, wird die Projektion eine Zykloide; ist 
er größer, wird sie eine verschlungene und bei kleinerem 
Neigungswinkel der projizierenden Strahlen eine gestreckte 
Trochoide. 

Diese Tatsache läßt sich geometrisch leicht verstehen^ 
wenn man sich die Schraubenlinie, durch gleichförmige 
Bewegung eines Punktes auf einem Kreise erzeugt denkt. 
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dessen Mittelpunkt auf der is- Achse gleichförmig fort- 
schreitet, während seine Ebene zu dieser Achse immer 
senkrecht bleibt. Da die verschiedenen Lagen dieses 
Kreises sich als Kreis projizieren, dessen Mittelpunkt längs 
einer Geraden gleichmäßig fortschreitet, während der Punkt 
auf ihm gleichförmig läuft, ist die Erzeugung einer Tro- 
choide in der Bpizykelform gegeben. 

176. Anstatt B können wir auch r unendlich werden 
lassen. Wir werden dann die »allgemeinen Kreis- 
evolventen« erhalten. Um ihre Gleichungen aus (2) 
durch Grenzübergang herzuleiten, müssen wir aber den 
Abstand des erzeugenden Punktes von der abrollenden Ge- 




Fig. !17. 

raden « = r — fc einführen (vgl. Fig. 117), dß, h mit r un- 
endlich wird, also in (2) h = r — t setzen. Wenn man 
dann bedenkt, daß 

(7? 1 *• \ Jf 

coso) — cos a>) = — ö>sinco 
_ r I r 

und 

(TD I *• \ Jf 
sin CO — sin ö>| = tocosco 
r I r 

ist, findet man die Darstellung • 

I a? = (E + t) cosco + E o> sinco , 
[ y ^ {B + t)Bina) — Bo) cosco , 
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die für t = wirklich in die der gewöhnlichen (gespitzten) 
Kreisevolvente übergeht (Nr. 124, Beisp.). Auch hier gibt 
es natürlich nur eine Erzeugung. Wir haben für positives t 
gestreckte, für negatives t verschlungene Bjreisevolventen. 
In Fig. 117 beschreibt Q{t) die eine, Q^t") die andere, P 
die gewöhnliche Kreisevolvente. ]3a Q_= E {w = ^B) 
und der Wendekreis außerhalb des Grundkreises liegt, 
haben die gestreckten Kreisevolventen nur für t <B zwei 
Wendepunkte; für t = B tritt ein Flachpunkt auf und 
bei noch größerem t bleibt die Kurve in ihrem ganzen 
Verlaufe konkav gegen den Mittelpunkt des Grund- 
kreises. 

m. Unter den verschlungenen Kreisevolventen ist 
eine, die den Eosenkurven bei den eigentlichen Trocho- 




Fig. 118. 



idalen entspricht, also durch den Mittelpunkt des Grun< 
breises geht. Offenbar ist dann t = —R. Die Glei 
chungen dieser Kurve sind hiernach 



(14) 



X = Bo) sincü , y = —B co cosco . 
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Setzt man a? = y, y = —x, so ist y/jr = tga>, co also 
gleich dem Polarwinkel 6, und da außerdem x^ + i/^ = B^(o ^, 
so ist die Polargleichung dieser Kurve 

(15) Q = Re. 

Dies ist eine der ältesten bekannten Kurven. Schon 
Archimedes beschäftigte sich mit ihr und sie heißt des- 
halb die »Archimedische Spirale« (Fig. 118). Man 
erhält gemäß der Polargleichung (15) dieselbe Kurve, 
wenn man eine Gerade sich gleichförmig um einen Punkt 
drehen läßt, während der erzeugende Punkt auf dieser 
Geraden gleichförmig fortschreitet. Der auf dem Eadius- 
vektor gemessene Abstand zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Windungen der Spirale ist daher überall der 
nämliche. In der Tat ist ^ö + en^r — öö + 2(n - 1)^ = 2 E jr . 

Zusatz» Mittels der archimedischen Spirale muß die Auf- 
gabe gelöst werden, den Durchmesser einer Papierrolle zu be- 
rechnen, wenn die Papierdicke e und die Länge des Streifens l 
ist. Die Spirale mit der Windungsweite e hat die Gleichung 
Q = e Oj2 n . Nun müßte man das Bogenintegral berechnen, 
das durch elementare Funktionen zwar ausdrückbar ist, aber 
nicht gest attet, B a ls Fun ktion von l darzustellen. Da aber 

ds == ^dÖyr"ip^^]^ == ß(iö|^I^ric/2V^> so kann man den in 
der Wurzel stehenden Bruch bei kleinem e vernachlässigen und 
d8 = QdOj wie wenn die Kurve ein Kreis wäre, setzen. Hier- 
nach ist dann l = q^ nje und 2q = 2 Vc i/^ die Rollendicke. Man 
beachte, daß man zu demselben angenäherten Resultat gelangt, 
wenn man das Rechteck e l der Papierkante gleich der Fläche q^ ji 
des Rollenquerschnittes setzt. Vgl. Int. math. 9, 1902, 249/52. 

178. Wie wir schon andeuteten, kann man sich die 
Entstehung einer gewöhnhchen Kreisevolvente sehr gut 
vorstellen, wenn man r im Verhältnis zu E allmähhch 
anwachsen läßt, am besten in ganzzahligem Verhältnis. 
Die betreffende Epizykloide hat dann nur eine Spitze und 
immer eine Windung mehr, wenn die ganze Zahl rjB um 
Eins größer wird. Die zugehörige Eosenkurve vom selben 
Modul, die Pußpunktskurve der Epizykloide in bezug auf 
den Mittelpunkt des Grundkreises hat dann nur ein Blatt, 
das durch diesen Mittelpunkt geht, aber ebenso viele 
Windungen wie die Epizykloide. So gelangt man zu der 
Erkenntnis, daß die Archimedische Spirale die FußpunTcts- 
kurve der gewohnlichen, Kreisevolvente in hezug auf den 
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Mittelpunkt des OrundTcreises ist. Freilich ist der Beweis, 
der für den Fall der eigentlichen Trochoiden in Nr. 173 
gegeben wurde, nicht stichhaltig, da die Winkelgeschwin- 
digkeit X <iort unendlich groß werden müßte. Aber man 
sieht die Eicbtigkeit des Satzes direkt aus Fig. 118, wo 
der Fußpunkt Q des Lotes von auf die Tangente der 
von P beschriebenen Kreisevolvente immer die Entfernung 
PQ = B von der abrollenden Kreistangente MP hat. 

Wie alle gewöhnlichen Kreisevolventen, sind natürlich 
alle Archimedischen Spiralen ähnliche Kurven. Die Kon- 
struktion der Normale (MQ) ist ja bei der trochoidalen 
Erzeugung selbstverständlich. Davon unabhängig findet 
man, daß die Polarsubnormale OM = dgjdö = R ist. tTber 
die Konstruktion des Krümmungsradius aller Kreisevol- 
venten gilt (wie für die Trochoiden) die in Nr. 172, Zus. 
gegebene Bemerkung. Speziell für den Scheitel erhält man 
hier ^ = q^(q — B) . Da bei der archimedischen Spirale 
Q = —B ist, hat diese im Scheitel ihrer Schleife ^ = —^B. 

Es ist noch anzumerken, daß die Konchoide der Ar- 
chimedischen Spirale mit dem Scheitel als Pol mit dieser 
selbst identisch ist. Denn die Kurvengleichung 

(16) Q = Be + l 

geht durch die Substitution = 0^— IjB in die Gleichimg 
Q = BO' über. Diese Substitution zeigt aber nur eine 
Drehung der Polarachse an. 

179. Sowohl die gewöhnliche Kreisevolvente, wie auch 
die Archimedische Spirale lassen sich aus der schon für 
die Trochoiden verwendeten Schraubenlinie herleiten. Die 
gespitzte Kreisevolvente stellt den Ort der Spuren aXkr 
Tangenten der Schraubenlinie mit der fxj y) -Ebene dar 
oder mit anderen Worten: den Schnitt der durch die 
Schraubenlinie definierten abwickelbaren Schraubenfläche 
mit dieser Ebene. Eine solche Tangente ist durch fol- 
gende Gleichungen dargestellt 

. X — acoB(p __ y — asin<p _ ^ — atptgoc 

— sin99 COS9? tgoc 

Setzen wir hier z = 0, so erhalten wir in der Tat 

(18) X = a{coB<p + (p siaq)) , y — a(sin (p — (p cosy) , 
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welche Gleichungen mit den auf S. 176 (15 a*) gegebenen 
identisch sind. Dies wird auch geometrisch klar, wenn man 
das Fortschreiten der Tangente an der Schraubenlinie als 
ein Abwickeln betrachtet, das sich in der orthogonalen 
Projektion auf die (x, ^)-Ebene, wegen der überall gleichen 
Neigung der Schraubenlinie, als das Abwickeln der Kreis- 
tangente vom Grundkreis darstellt. 

JPür die Archimedische Spirale hat schon Pappus an- 
gegeben, daß sie eine Orthogonalprojelction der aus einer 
gewöhnlichen Sohraübenfläohe durch einen Rotationsicegel 
mit derselben Achse ausgeschnittenen RaumJcurve auf eine 
zur Achse senkrechte Ebene ist. Die gewöhnliche Schrauben- 
fläche entsteht aus der Schraubenhnie, wenn man ihr 
entlang eine Gerade gleiten läßt, die immer senkrecht zur 
Achse bleibt. Ihre Gleichung geht also aus den Glei- 
chungen (9) der Schraubenlinie hervor, wenn man 
fl;=>acos9?, y = asin99, z = C(p 

setzt und nun a und q) eUminiert. Man erhält sie in 
der Form 

(19) « = carctg|^. 

I^ebmen wir die Spitze des Bötationskegels im Anfangs- 
punkt an, so können wir seine Gleichung schreiben 

(20) z = x^a?« -f y^ . 

Die Elimination von z aus (19) und (20) ergibt, wenn 
man Polarkoordinaten einführt, 
(21) xQ = c0, 

also in der Tat eine Archimedische Spirale. Man kann 
nun nach der ebenen Kurve fragen, die aus der auf dem 
Riegel (20) verzeichneten Eaumkurve hervorgeht, wenn 
man diesen in eine 'Ebene ausbreitet. Nennen wir § die 
^Entfernung eines Kurvenpunktes von der Kegelspitze, e 
den halben Öffnungswinkel des Kegels {ctge = x) , so ist 
zunächst immer ^sine = ^ . Ferner besteht zwischen dem 
abgewickelten Winkel ay und seiner Projektion die be- 
kannte Beziehung ö> = ösinc (da q6 = ^w) . Setzen wir 
diese Werte in (21), so ergibt sich 
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als Polargleichung der abgewickelten Kurve. Das ist also 
wieder eine Archimedische Spirale^^). 

Zusatz. Wir wollen diese Gelegenheit benutzen, um einen 
ähnlichen Satz für die logarithmische Spirale anzuführen, den 
der Leser selbst beweisen mag. Bestimmt man auf einem Rota- 
tionskegel diejenige Kurve, die alle Erzeugenden unter demselben 
Winkel schneidet, so ist ihre Projektion auf eine zur Kegelachse 
senkrechte Ebene eine logarithmische Spirale und die Abwicklung 
des Kegels gibt wieder eine logarithmische Spirale. Baumkürven, 
die alle Meridiane einer Rotationsfläche unter demselben Winkel 
schneiden, heißen überhaupt »Loxodromen«. Die älteste dieser 
Art Kurven ist, wegen ihres nautischen Interesses, die Kugel- 
loxodrome. Projiziert man die Kugel von einem der Pole auf 
die Äquatorebene, so gehen die Meridiane in ein Geradenbüschel, 
die Loxodromen aber in logarithmische Spiralen über, da die 
(stereogi-aphische) Projektion konform ist, also alle Winkel er- 
halten bleiben. 

180. Die Projektionen der Schraubenlinie ergeben 
noch einige interessante ebene Kurven. Zunächsib sei das 
Projektionszentrum wieder unendlich fern, die Neigung 
der Strahlen gegen die {x, y) -Ebene ß, aber wir nehmen 
als Projektionsebene nicht diese selbst, sondern eine durch 
die y- Achse gehende, gegen die (a?, y)- Ebene unter dem 
Winkel y geneigte Ebene. Dann bleiben die y in den 
Gleichungen (12) erhalten, während die x mit dem Faktor 
sinßlsmiß + y) multipliziert werden. Die entstehenden 
Kurven sind zu den Trochoiden affin. Ihre Gleichungen 
lauten . ^ 

(23) X = a{coB(p - <p tga ctg/?) g^^^^"^ ^^ , y = a sin^? . 

Von besonderem Interesse ist hier der Fall ß = 0, wo 
die projizierenden Strahlen zur {x, y) -Ebene parallel laufen. 
Auf dieser selbst ist die Projektion eine gestreckte Tro- 
choide mit unendlicher Ganglänge (r==oo, h = a) . Die 
Affine dazu auf der geneigten Ebene hat die Gleichungen 

(24) X = —a(p tg(xl^iny = ccp , y = a sin 9? , 
woraus durch Elimination von 9? die Gleichung entsteht 

(24*) y = asin— . 



>«*) Vom Verf. bemerkt im Arch. Math. Phys. 11, 1907, 131. 
Lösungen ebd. 12, 1907, 193/5. 



180, 181. § 25. Die troohoidalen Kurven. 251 

Das ist demnach eine »Sinuslinie«. Insbesondere ist natür- 
lich die Orthogonalprojektion der Schraubenlinie auf eine 
zur {ifjZ)'Bhene parallele Ebene, oder auf diese selbst, 
(y = i^) ®i^® SinusUnie. Die Kurve (24*) geht in die 
gewöhnliche, die Sinusfunktion darstellende Linie über, 
wenn man a als Einheit betrachtet und zugleich siny = tga 
ist. Das läßt sich durch unsere Projektion nur erreichen, 
solange cc^^n ist. 

Wir verzichten auf eine weitere Untersuchung der 
Sinuslinie, deren Gestalt ja ohnehin bekannt ist und be- 
handeln auch die übrigen »trigonometrischen Kurven« 
y = a cos(a?/c) y y = a tg(a?/c) ^ y = a ctg(a?/c) nicht weiter, da 
sie außer ihrem Verlauf wenig geometrisches Interesse bieten. 

Bern. Eine bestimmte Sinuslinie, nftmlich die mit der Glei- 
chung ^ = a8in(^a?/2a) stellte Tsohibnhaüsun ^''^) als Quadratrix 
des Kreises auf. Eine geometrische Erzeugung der Sinuslinien 
erhält man, wenn man bei der Erzeugung einer Trochoide den 
beschreibenden Punkt immer auf den zur Fortbewegungsrichtung 
des Elreises senkrechten Durchmesser projiziert. Es ist femer 
ein sehr bekannter Satz der darstellenden Geometrie, daß die 
Sinuslinie als Abwicklung eines ebenen Schnittes eines Kreis- 
zylinders auftritt. 

181. Wir wollen nun das Projektionszentrum auf der 
Achse der SchraubenUnie annehmen und diese auf die 
(a?,y)-Ebene oder eine zu ihr parallele Ebene projizieren. 
Das Besultat wird am einfachsten^ wenn wir das Projek- 
tionszentrum im Anfangspunkt nehmen und eine Parallel- 
ebene zur Projektionsebene wählen. Dann lauten die 
Gleichungen eines projizierenden Strahles 

a?/acos^ = ylamnq) = zlaq)tgoc . 

Setzen wir hier » = f , so ist die gesuchte Projektion dar- 
gestellt durch die Gleichungen 

foK\ Ccos^? C^imp 

(25) X = — ~—^ , y = . . 

(ptgoc <ptgoc 

Da ylx = tg(p , kann man <p als Polarwinkel betrachten. 
Durch Quadrieren und Addieren ergibt sich dann die 
Polargleichung der Kurve 
(25*) ^Ö = fctga = c. 

^'') Medicina mentis, Amsterdam 1686. 
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Diese Kurve heißt, in Anbetracht der Gleichungsform, 
»hyperbolische Spirale« ^^^). Wir bemerken sofort, daß 
diese Spirale zur Archimedischen Spirale in bezug auf 
deren Scheitel invers ist. Nach einem schon öfters be- 
nutzten Satze (Nr. 5) ist sie also die Polarreziproke 
zu einer gewöhnlichen Kreisevolvente in bezug auf einen 
zum Grundkreis konzentrischen Kreis. Ihre interessante 
Gestalt ist aus der Polargleichung (25*) leicht zu ent- 
nehmen. Die Kurve kommt, aus dem Unendlichen für 
= und windet sich dann, indem q immer kleiner wird, 
je mehr wächst, um den Pol als asymptotischen Punkt. 




Flg. 119. 



Dabei ist zu beachten, daß sie für negative d einen dem 
ersten kongruenten Zweig hat; beide Zweige liegen in be- 
zug auf die zur Polarachse senkrechte Gerade symmetrisch 
(Fig. 119). Auf dieser Geraden überschneiden sich also 
die Zweige unendlich oft. Da die Polarsubtangente 
o^Iq'=—c ist, hat man eine einfache Konstruktion der 
Normale. Aiißerdem ist aus diesem konstanten Werte 
ersichtlich, daß die zur Polarachse im Abstand c ge- 
zogene Parallele Asymptote der Kurve und zwar beider 
Zweige ist. Da außerdem die Kurve diese Asymptote 
nicht überschreiten kann, ist der unendlich ferne Punkt, 
wo die beiden Zweige zusammenhängen, ein Wendepunkt. 



"•) Zuerst von Vabiönon (1704), dann von Joe. Bbbnoulli 
(1710) aufgestellt. Der Name ist von letzterem. 
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182. Dies wird sofort noch deutlicher, wenn wir die 
Konchoide der hyi)erbolischen Spirale in bezug auf den 
Pol bilden ^*^. Ihre Polargleichung ist 



(26) 



ö = y + «. 



Auch bei ihr ist für ö = ^ = oo und da q^Iq'=- -(c + lO^jc 
für ö = ebenfalls gleich —c wird, wie vorhin, hat die 
Kurve dieselbe Asymptote wie die hyperbolische Spirale. 




Flg. 120. 

Aber die Kurve beginnt offenbar, wegen des additiven l , 
jenseits dieser Asymptote. Für einen Wendepunkt muß 
0(10 + 0)^ — 201 = sein. Die Unke Seite dieser Glei- 
chung ist für 6 = zunächst negativ, wächst dann mit 
^acllse^dem 6 beständig, so daß nur einmal der Wert 
iJull auftreten kann; für negative 9 ist sie immer negativ, 
fis gibt demnach einen reellen Wendepunkt, und zwar 
zwischen ö = und 6 = 1 (oder 57^ ca.). Von da wird die 
Konchoide konkav gegen den Pol, umkreist diesen un- 
endlich oft, nachdem sie die Asymptote überschritten, um 



*•') Erwähnt bei Sohlömiloh-Naetzsoh, Übungsbuct zur höheren 
Analysis. I. Teil, 5. Aufl. Leipzig 1904, S. 153. 
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sich dem Kreis vom Badius l asymptotisch von außen 
zu nähern (vgl. Fig. 120). Von demselben Kreis löst sicli 
die Kurve innen, wenn im Unendlichen das Vorzeichen 
wechselt, wieder asymptotisch ab, nähert sich dem Mittel- 
punkt des Kreises immer mehr, passiert diesen für 
= —cjl, um sich schließlich der asymptotischen Geraden 
von unten anzuschmiegen. Wenn wir nun l kleiner 
und kleiner werden lassen, sehen wir die hyperbolische 
Spirale aus dieser allgemeineren Kurve entstehen und den 
Wendepunkt ins Unendliche rücken. 

Zusatz. Die direkte Deutung der Polargleichung der hyper- 
bolischen Spirale ergibt folgende Eigenschaft; die auch als Er- 
zeugung benutzt werden kann: Betrachtet man die hyperbolische 
Spirale im Zusammenhalt mit dem System konzentrischer Kreise um 
den Pol, so ist auf jedem Kreise die Länge des Bogens von der 
Polarachse an bis zum Schnitt^mnkt des Kreises mit der Spirale 
konstant (= c) . 

183. Vertauschen wir in dem Tripel 

Kreisevolvente | Archimedische Sp. | Hyperb. Sp., 

wo die mittlere Kurve zur ersten Pußpunktskurve, zur 
letzten Inverse ist, während die erste zur letzten polar- 
reziprok ist, die erste mit der letzten, so muß sich eine 
neue mittlere Kurve C bestimmen lassen, so daß C In- 
verse der Kreisevolvente und Fußpunktskurve der hyper- 
bolischen Spirale wird. Wir wollen C als Inverse der ge- 
wöhnhchen Kreisevolvente aufstellen. Statt aber die 
Polargleichung der letzteren zu benutzen, schlagen wir 
einen direkten Weg ein. Es sei P ein Punkt der Ejreis- 
evolvente, also MP = btcMS = Bcd, so ist der zu P in 
bezug auf den Grundkreis der Evolvente inverse Punkt Q 
der Fußpunkt des von M auf OP gefällten Lotes (vgl. 
Fig. 121). Da nun OQ = q = Bl^l + co^ , ^Q08 = e 
= ft> — < MOP = CO — arc tgco ist, so hat die gesuchte 
Kurve die Polargleichung 

(27) 9 = -iW^~^^ - arccos"! • 

Die hervorragendste Eigenschaft dieser Kurve, wenn man 
sie für sich betrac htet, ist nun die, daß ihre Polartangente 
^= Qi(QlQy + 1 konstant ist. Damit ist zugleich die 
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Konstxuktion der Tangente für jeden Punkt gegeben. Da 
deidg = l/ö'= -Vä« --- q^Iq^, erhält man ^=B als die 
fragliche Konstante. Ans diesem Grunde nannte ihr 
erster Entdecker Cotes^*^ die Kurve »Traktrix compli- 
cata«, in Anlehnung an eine Eigenschaft der gewöhn- 
lichen Traktrix, deren Tangente bei rechtwinkligen Koor- 
dinaten konstant ist (Nr. 208). 




Flg. 121. 



Was die Gestalt der Traktrix complicata betrifft, so 
ist sie offenbar gegen die Polarachse OS symmetrisch. Sie 
beginnt bei 8 mit q = B, ö = , wo wegen tg/i = qIq'= 
der Winkel /* = 0, also wegen der Symmetrie eine Spitze 
sein muß. Da die Bedingung für die Wendepunkte 
JB* — 2 ^* = wird , entstehen solche für ^ = | E /2 , 
6 =+{1 — ^71) [a> = ±l]. Von da ab bleibt die Kurve 
konkav gegen den Pol, dem sie sich asymptotisch von 
beiden Seiten nähert. 



*•*) Harmonia mensurarum, 1722. 
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184. Wenn man endlich, um die Schraubenlinie zu 
projizieren, das Projektionszentrum auf dem Mantel des 
sie enthaltenden Zylinders nimmt, so entsteht eine neue, 
eigenartige Kurve, die verschiedene merkwürdige Eigen- 
schaften hat. Wir nehmen am. besten den Punkt (a, 0, 0) 
als Projektionszentrum, wo die Schraubenlinie die (a?, y)- 
Ebene durchdringt und projizieren sie auf die Ebene « = C . 
Die Gleichungen des projizierenden Strahles sind dann 

X — a V z 



a{QO^q) — 1) asin^ aq)tg(K ' 

Setzen wir x — a = x, so hat man hieraus als Gleichungen 
der Projektion in der Ebene z = C 

*f(C0S9? — 1) ^Binq) 



(28) X : 



(ptgoc <ptg(x 



Da ylx = &mq)l{cos(p — l) = —ctg^q)j so ist — ^/y = tg^9?; 
also können wir ^99 gleich dem Polarwinkel 6 setzen. 
Außerdem ist x^ + y^ =r AC^8in^i<pl<p^tg^(Xj woraus, wenn 
man C = i tgoc nimmt, wo h eine beliebige Konstante ist, 
die Polargleichung der gesuchten Kurve 

(28*) e-i^ 

hervorgeht. Dieselbe Kurve, die wegen ihrer Form 
»Kochleoide« (d xoxi'iag, die Schnecke) genannt wird, 
läßt sich aus der hyperbolischen Spirale durch ein sehr 
einfaches Verfahren ableiten. Es sei P(qj 0) ein Punkt 
der hyperbolischen Spirale, so mache man PQ = OP = q 
und parallel der Polarachse in der Eichtung, wie für die 
hyperbolische Spirale 6 gezählt wird, so ist Q ein Punkt 
einer Kochleoide (s. Fig. 122). Heißen wir ^ und d> die 
Polarkoordinaten von Q , so ist in der Tat ^ = 2 ^ sin^ d , 
ft> = |(jr + ö) , also ^ = 26 sin^ O/O , wenn ^ = 6/Ö , was 
für d> = ö) — ^7t in ^ = &sin(ß/6& übergeht. Da die an- 
gegebene Konstruktion das System konzentrischer Kreise 
um in das Büschel aller sich in O mit der zur Polar- 
achse Senkrechten als gemeinsamer Tangente berührenden 
Kreise verwandelt und die Längen der Kreisbogen dabei 
erhalten bleiben, so können wir gleich sagen, daß der Ort 
der EndpunMe aller vom Berührungspunkte aus gemessenen 



184, 185. 



§25. Die trochoidalen Kurven. 



257 



gleich langen Kreisbogen eines solchen Büschels eine Koch- 
leoide ist. 

Die Form der Kochleoide können wir aus der Glei- 
chung (28*) sehr leicht entnehmen. Für ö == (was jetzt 
mit c& = zu identifizieren ist) ist auf der Polarachse, 
die zur Asymptote A der hyperbolischen Spirale senkrecht 
ist, OA = Q = b . Das ist zugleich der Maximalwert voujo . 
Wir betracliten nun nur den Zweig für positive ö; ihm 
entspricht ein symmetrischer für negative . Der Radius- 
vektor wird zuerst für 6 = n und dann für 6 = v n 
gleich Null. Da tgyu = qjq' = ösinö/(öcosö — sinö) hierbei 
immer mit Ausnahme von v = gleich !N^ull wird, so be- 




Fig. 122. 



rühren sich alle Zweige in mit der Polarachse als Tan- 
gente. Jede Windung liegt ferner innerhalb der vorher- 
gehenden, da Q beständig abnimmt. Für ö = wird der 
Grenzwert von tg/i unendlich groß, so daß dort die Kurve 
rechtwinklig ansetzt. Da erst für = oo q = wird, ist 
asymptotischer Punkt. 

185, Ihre wichtigste geometrische Eigenschaft ist nun 
wohl die folgende. Bestimmt man zu allen von* einem 
Punkte A einer Kurve ausgehenden Bogen AB die 
Schwerpunkte Q , so beschreibt Q , wenn B die Kurve 
durchläuft, die sogenannte »Schwerpunktslinie« der Grund - 
kurve für den Punkt A . Die Schwerpunletslinie des 
Kreises nun ist die Kochleoide. In der Tat, sei OA = b 
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der Eadius des Kreises, -^AOB = 20, so ist der Polar- 
winkel für Q gleich ö, während man für OQ = q die 

Oleichung hat 

e 

2h6'Q== 2jh co»(p ' h d(p = 2h^ sinö , 



woraus sofort q = 5sinö/ö folgt. (In Fig. 122 ist der hier 
6 genannte Winkel mit c& bezeichnet.) ^NTennen wir nun 
für einen Augenblick den Schnittpunkt der Kochleoiden- 
tangente in Q mit dem Elreis T und setzen den Winkel 
TOQ = '&, so ist ^ = 6sin(/i — ^)/sin/i. Aber andererseits 
ist nach dem oben gegebenen Wert von tg/jL der Ausdruck 
5sin(/A — ö)/sin/i gleich 5sinö/ö, also auch gleich q. Der 
Punkt T ist da,her mit B , der Winkel i? mit identisch. 
Die Tangente der Kochleoide geht also immer durch den 
beweglichen Endpunkt des zugehörigen Kreisbogens ^^^). 

186. Die Inverse der Kochleoide in bezug auf einen 
Kreis um den asymptotischen Punkt, also die Kurve mit 




Flg. 123. 

der Gleichung q = aö/sinö ist von historischem Interesse. 
Sie heißt »Quadratrix des Dinostratus« , da sich dieser 
Geometer (4. Jahrh. v. Chr.) ihrer zur Quadratur des 
Kreises bediente, während sie noch etwas früher von 

180) Dieser Satz gilt für alle Schwerpunktslinien. S. CbsIbo- 
KowALBWSKi, S. 100. — Die Kochleoide wurde zuerst von J. Peres 
(anonym) als Quadratrix in Phil. Trans. 1700, Nr. 260 aufgestellt 
Als Schwerpunktslinie betrachtete sie Fontana (1780). Der Name 
ist von C. FALEBNBUB&; Archiv Math. Phys. 70, 1883. Eine Biblio- 
graphie wurde von E. Wölffing in Boll. bibl. stör. 3, 1900, ge- 
geben. 
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HiPPiAS ans Elis erfanden wnrde znr Trisektion des 
Winkels. Wir geben nnr ihre Figur (123) und ihre karte- 

sische Oleichung y = ^ctg^, die man erhält, wenn man 

in der Polargleichnng Q = \n — (ü und a = 2 f\n setzt. 
Die Diskussion überlassen wir dem Leser. Außerdem er- 
wähnen wir noch die stereometrische Erzeugung, die schon 
Pappus angab: Schneidet man eine gewöhnliche Schrauhen- 
fiäche mit einer durch eine Erzeugende gehenden Ebene und 
projiziert die Schnittlinie orthogonal auf eine zur Schrauben- 
aehse senhrechte Ebene^ so ist die ProjeMion eine Quadratrix 
des Dinostratus. Auch den einfachen Beweis dieses 
Satzes möge der Leser selbst führen. 

Ben. Die Tangenteneigenschaften der Kochleoide und der 
hyperbolischen Spirale kann man folgendermaßen aussprechen: 
Die Tangenten der unendlich vielen Punkte, in denen eine durch 
den asymptotischen Punkt gehende Gerade die Kurve schneidet, 
laufen alle durch einen Pimkt, der, wenn die Gerade sich um 
dreht, einen Kreis vom Zentrum beschreibt. 

187. Die hyperbolische Spirale, als Inverse der Archi- 
medischen Spirale, gab zu einigen Weiterungen Anlaß 
durch die Kurven, die mit ihr in Zusammenhang gebracht 
werden können. Wir kehren nun zu unserer eigentlichen 
Aufgabe zurück, in der Erzeugung von Trochoidalen den 
Badien B und r der Kreise, sowie dem Abstände h des 
beschreibenden Punktes vom Mittelpunkt des rollenden 
Kreises besondere Werte zu erteilen. Nachdem wir die un- 
endlich großen Werte von B und r behandelt haben, erübrigt 
uns noch zu sehen, ob ähnlich wie bei den Pseudo- 
zykloidalen auch für komplexe Werte von iJ, r und h 
reelle Kurven entstehen können. Wir setzen demnach 

jB = J2i + tÄ2, r = ri + ir2j h = hi + ih2 ^ 

außerdem die Entfernung 00'= d der beiden Kreismittel- 
punkte =B + r = di + id2^ so daß di^Ri + r^, ^ = 2^2 + ^2 
ist. Auch den EoUwinkel co am festen Kreise können 
wir komplex annehmen. Da aber das Bollen proportional 
mit der (reellen) Zeit vor sich gehen soll, müssen irgend 
zwei Werte dieses Winkels ein reelles Verhältnis haben. 
Wir können also setzen 

17* 



(30) 
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Damit gehen die Gleichungen (2) von Nr. 164 in folgende 
über 

gesetzt ist. Die Größen x, y in (29) müssen gemäß unserer 
.Forderung für beliebige Werte von e reell sein. Gleiches 
gilt von den Ableitungen nach £ . Indem man insbesondere 
die imaginären Bestandteile von x, dyjde, d^x/de^, d^y/de^, 
sämtliche für £ = , gleich Null setzt, ergeben sich zunächst 
vier notwendige Bedingungen: 

dg — Ä2 = , 

2 dl ?i?2 + 0^2(^1 — ffi) — 2 ÄiOi aj — Ä2 W — ^2) = , 

M34^2-d) + d,{gl--3g,gl) 

- Äi(3 ala^ -4)- Ä2(a? - 3 0^0^) = . 

Untersucht man diese Gleichungen näher, so findet man, 
daß sie auf folgende beide Annahmen führen: 

Entweder muß dg = Äg = C2 = <J2 = sein; das ist 
der Fall der gewöhnlichen Trochoidalen. Oder aber es ist 

(31) di=^—\,d2 = h2', Ci = ai, ?2=—Ö2 7 

so daß also d und h, sowie g und o konjugiert imaginär 
sind. Die Einführung von d statt h und g statt a in die 
Gleichungen (29) ergibt nun 

j X = 2di cosci £ chg2 € + 2 dg sinq £ sh^g ^ > 

[ y = 2 dl sin g^ £ ch ^2 ß — 2 dg cos^i £ sh g^ £ , 

d. i. eine reelle Parameterdarstellung. Die Bedingungen (30) 
sind also nicht bloß notwendig, sondern auch hinreichend. 
Aus (31) ist aber zu entnehmen, daß nicht irgend zwei 
komplexe Kreise mit beliebig komplexem h reelle Kurven 
ergeben. Schreibt man insbesondere die Bedingungen 
ai = ffi, cy2 = — ^2 ^^ so ergeben sich die Gleichungen 

(33) 1 ^'"^^^^ + ^^2-{rl + rl)] + ff2(dir2 - dgri) = , 
UiCda^i - ridg) + Caldin + d2r2 + (r? + ri)] = ; 
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Die Bedingung der Verträglichkeit liefert 
(34) d? + 51 = r? + rl , 

was mit 
(34*) BI + BI + 2B^ri + 2E2^2 = 

äquivalent ist. Man kann also im Zusammenhalt mit (31) 
sagen : Wenn zwei Tcomplexe Kreise von den Radien B und r 
aufeincmder rollen , so beschreibt ein vom Mittelpunkt des 
beweglichen Kreises um die homplexe Entfernung h ab- 
stehender Punkt nur dann eine reelle Kurve, die »Pseudo- 
trochoide<^ heißt, wenn jR + r, r und h denselben absoluten 
Betrag hohen und außerdem h zu B + r konjugiert ist. 

188. Sind also vier Werte B^, B^, r^, r^ gegeben, 
die (34*) befriedigen, so erhält man \, h^ aus (31). Die 
Gleichungen der Kurven hängen dann nur noch von dem 
Verhältnis g^l^i ^^j das durch eine der Gleichungen (33) 
gegeben wird. Man erhält z. B. aus der ersten den Wert 

ffa/ffi - (^1^1 + Ä2 r^)l{B^ ri - B^r^) . 

Erweitert man diesen Bruch mit B^ und ersetzt im Nenner Bl 
durch den aus (34*) zu nehmenden Ausdruck, so scheidet 
sich der Faktor It^r^'\- B^r^ ab. Ähnlich könnte man 
den Bruch mit B^ erweitern; man erhält 

Setzt man g^ c = ö> , also g^e^'&ib , so können wir die 
Gleichungen (32) in etwas anderer Form schreiben: 

( X = 2(jBi + ri)cosd>ch#d> + 2(2^2 +y*2)sinc5shi>tt) , 
(36) \ 

[ y = 2{Bi + r^) sin et) chd a> — 2(^2 + ^2) cosw shi? a> . 

Man bemerkt sofort, daß die Forderung h = ±r den 
Gleichungen (31) und (34) nicht widerspricht. Es ist dann 
entweder Bi = 0, B2 = —2r2, also B^iB^j r=r^—\iB2=h] 
das. sind die Hyperzykloiden. Oder es ist i?2 = > ^1 = ~ 2 r^ , 
also B== Bu r = — ^ Ej + i r2 > ^^ä sind die Parazykloiden 
(Nr. 151). 

189. Die allgemeinen Gleichungen (36) wollen wir 
nicht diskutieren^*®). Aber außer den schon im vorigen 

"*) E. WöLFFiNG hat in dem zitierten Aufsatze"») (S. 212) 
eine vollständige Klassifikation der Pseudotrochoiden gegeben. 
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Paragraphen behandelten Pseudozykloidalen werden wir 
hier noch die Fälle in Betracht zu ziehen haben, wo 
h = ±(JB + t) wird. Wir können sie folgerichtig »Pseudo- 
rhodoneen« nennen, da ihnen bei reellen Kreisen die 
Eosenknrven entsprechen. Es wird auch nicht wunder- 
nehmen, wenn wir gleich sagen: Die Paeudorhodaneen sind 
die Fußpunktshurven der PseudozyTcloidalen in hezug auf 
den MittelpunJct des festen Kreises. Indem wir den direkten 
Beweis übergehen, bemerken wir nur, daß wir natürlich, 
wenn wir von einer Erzeugung mittels eines Gelenk- 
parallelogrammes, aber mit lauter komplexen Elementen, 
ausgingen, auf dieselben Kurven (36) kämen. Infolgedessen 
müssen auch die Pseudotrochoiden zweierlei Erzeugungen 
haben. Aus demselben Orunde wird eine Sehne, deren 
Endpunkte auf einem Kreise mit verschiedenen, aber 
komplexen Geschwindigkeiten laufen, eine unter gewissen 
Bedingungen reelle Pseudozykloidale einhüllen und der 
Mittelpunkt der Sehne eine Pseudorhodonee als Fußpunkts- 
kurve beschreiben. 

Die beiden verschiedenen Arten von Pseudorhodoneen, 
die für h = +{B + r) entstehen, müssen den beiden Arten 
von Pseudozykloidalen als Fußpunktskurven entsprechen. 
Es sei zunächst h = +{B + r) , so muß, da h zu B +r 
konjugiert ist, JBg + ^2 = und ä = ä^ = JSj -f rj , also reell 
sein. Die Gleichungen der Kurve sind 

(37) a? = 2(Bi + ri)cosd>chdG> , y = 2(iJi + ri)sina>chdc5 . 

Die Kurve geht also nicht reell durch den Anfangspunkt 
und ist infolgedessen zur Hyperzykloide, die keine Spitze 
hat, Fußpunktskurve. Da man cb als Polarwinkel be- 
trachten kann, ist ihre Polargleichung ^ = 2(Ei + rj) chd d> , 
also von der Form 

(37*) Q = achxe = j^a(e*'^ + e-''^. ♦ 

Sie kann demnach als Kissoide zweier kongruenten, sym- 
metrisch gelegenen, logarithmischen Spiralen betrachtet 
werden und wurde, da die Eadienvektoren addiert werden, 
als »Summenspirale« 1*1) bezeichnet (s. in Fig. 124, wo 
die beiden logarithmischen Spiralen angedeutet sind, die 
ausgezogene Kurve). 

*") H. DiTTBiOH, Die log. Spirale, Progr. Breslau 1872, S. 9. 
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Setzen wir h = —{R + r) , so erhalten wir Äi + r^^ 
und Ä = t Äj = — * (iJg + ^2) > ö^o rein imaginär. Die 
Oleichungen der zugehörigen Kurve sind 

(38) a? = 2(B2+r2)sind>sh*ft>, y = — 2(22a+r2)cosd>shdö> . 

Diese geht durch den Koordinatenanfangspunkt und ist 
Fußpunktsknrve der Parazykloide. Ihre Polargleichung 
ist, wenn wir die negative y- Achse als Polarachse nehmen, 
^ = 2(Äj + fj) sh* (b , also von der Form 

(38*) ^ = ashx ö = ia{e^^ - e'*"^ . 



Fig. 124. 

Die Kurve ist also ebenfalls eine Kissoide derselben^zwei 
logarithmischen Spiralen, wird aber durch Subtraktionjder 
^Badienvektoren gebildet. Sie heißt daher »Differenzen - 
Spirale« (in Fig. 124 strichpunktiert wiedergegeben). 

190. Analog den Ährenkurven werden wir die In- 
^ersen der Pseudorhodoneen in bezug auf einen Kreis um 
den Anfangspunkt »Pseudoährenkurven« nennen. Die 
Inverse der Summenspirale, die nach einem früheren Satze 
zur Hyperzykloide polarreziprok ist, hat die Polargleichung 

(39) Q = a/chx (9 = 2 aUe^^ + e--^) . 

Diese Kurve heißt »Poinsotsche Spirale«. PomsoT 
stellte zuerst die Drehung eines Körpers um einen festen 
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Punkt durch das Abrollen zweier Kegel aufeinander dar^^^), 
genau wie man in der Ebene jede Bewegung durch das 
Abrollen zweier Kurven ersetzen kann. Bei diesem Ab- 
rollen der beiden Kegel dreht sich das Trägheitsellipsoid 
des Körpers um den festen Punkt, indem es immer 
tangential zu einer gewissen invariablen Ebene bleibt. 
Die Kurve nun, die der Berührungspunkt auf dem Ellipsoid 
beschreibt, nannte Poinsot »Polhodie« {6 nolog, der Pol; 
17 odog, der Weg), den Ort des Berührungspunktes auf 
der Ebene »Herpolhodie« {egnco, ich krieche). Zur Auf- 
stellung der Herpolhodie im allgemeinen Falle sind ellip- 
tische Funktionen nötig. In dem einen, elementar inte- 
grierbaren Falle ergibt sich die obige Kurve, die daher 
den angegebenen Namen erhielt. 

Indem wir dies nur referierend erwähnen, führen wir 
noch eine geometrische Erzeugung der Poinsotschen Spirale 

an, die vielleicht neu ist. 
Wenn und yj Polarkoordi- 
naten auf der Kugel sind, 
die Länge und tp die Pol- 
distanz, so ist die Gleichung 
einer Loxodrome 

(40) x0^\ogtgiy^. 

Wir wollen deren Projek- 
tion auf die Äquatorebene 
bestimmen. Die Polar- 
koordinaten der Projek- 
tion des die Loxodrome 
beschreibenden Punktes P 
auf die Äquatorebene sind 
^^^' ^^^' und ^ = rsinv^ , wenn 

r den Kugelradius be- 
deutet. Nun ergibt sich aus (40) tg^v' = ^''^y ^Iso 
sin^ = 2 6** 7(1 + e^'*^) und die Polargleichung der gesuchten 
Projektion ist 
(41) ^ = 2 r/(e''^ + 6"'*^) = r/chx , 

d. i. unsere Poinsotsche Spirale. Die Kurve ist in Fig. 125 
wiedergegeben. 

^*«) Joum. de math. 15, 1851. 
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Die Inverse der Bifferenzenspirale, die Polarreziproke 
der Parazykloide, hat die Gleichung 

(42) Q = a/shx ö = 2 al{e^^ - e-^^ . 

An ihr sind, wie es scheint, bis jetzt keine bemerkens- 
werten geometrischen Eigenschaften entdeckt wordien. Sie 
sieht ungefähr aus wie eine hyperbolische Spirale, nur 
daß sie sich dem asymptotischen Punkt viel rascher nähert. 

§ 26. Rollkurven verschiedener Art. 

191, Wir nannten die Kurve, welche ein Punkt einer 
Tangente einer Grundkurve beschreibt, wenn die Tangente 
an der Kurve abrollt, im besonderen Evolvente der Grund- 
kurve. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen, indem man 
von der Evolvente wieder die Evolvente, d. i. die zweite 
Evolvente der Grundkurve bildet, usw.* So erhält man 
eine Folge von Kurven, die vor allem Interesse bieten, 
wenn die Grundkurve ein Kreis ist. Wir sprechen dann 
von »höheren Kreisevolventen«. N"ach Nr. 81 lauten 
die Gleichungen, welche die Evolvente geben, wenn die 
Elemente der Grundkurve mit ^ , s , t bezeichnet werden, 

(1) « =/^dT , 8 =/«ör =/(s - 8o)dT , 

wobei dr = dr, während Sq durch den Anfangspunkt der 
IBogen bestimmt wird. Es sei auch daran erinnert, daß 
eine Beziehung zwischen ^ und t , oder 8 und t ebenfalls 
genügt, eine Kurve darzustellen, da wegen ds = ^dr 
liierauö immer die Gleichung in Ä und 8 hergestellt werden 
kann. * _ 

Ist nun durch ^ = üq der Grundkreis gegeben, so 
ist die Gleichung der ersten Evolvente Ä^ = ao r + a^ , 
clie der zweiten Ä2 = ^ «o t^ + a^ t + a2 , so daß man sofort 
erkennt, es wird die Gleichung der n*®" Evolvente des 
Kreises ^=ao sein: 

(2) gn--;^aoT^+ (^ii), %T>>-^+ ■»• +an-iT + a,. 
Hieraus erhält man ohne weiteres 
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Es ist daher allgemein 

(2t) « = CoT« + eiT''-l+ ... 4-Cn_iT + Cn 

als Gleichung einer n^^ Kreisevolvente aufzufassen. Der 
Badius des Grundkreises ist dann ao = n ! Oq , während 
die anderen o< davon abhängen, wo jedesmal die Abwick- 
lung begonnen wurde. 

Beginnt man die Abwicklung immer in der Spitze der 
ersten Evolvente, so können wir «o = a und a^ = Og = • • • 
= An+i = setzen, so daß die Gleichungen lauten 

(3) « = ^«^, * = ^^«.-^. 

Die Gleichung in ^, 8 wird also 

II (3*) «n+l_i!L±_l)l^«. 

Der Anfangspunkt ist hier ein höherer singulärer Punkt. 
Wir heißen die Kurven »Hauptevolventen« des Kreises. 
Im allgemeinen Falle muß r aus (2) und (2*) eliminiert 
werden. Das kommt auf die Herstellung der Diskriminante 
von (2*) hinaus, wenn man diese als eine algebraische 
Gleichung in r ansieht. Das Besultat ist eine Gleichung 
(n + 1)*®' Ordnung in ^ und « , wo » allerdings nur bis 
zur n*®° Potenz vorkommen kann. Ihre Kenntnis ist zur 
Diskussion der Kurve nicht nötig. Wir sehen aus (2) 
sofort, daß jede n** Kreisevolvente n Spitzen hat für die 
Werte von r, welche die rechte Seite von (2) zum Ver- 
schwinden bringen. Diese sind sämtlich reell, wenn die 
Abwicklung immer in einem reellen .Punkte begonnen 
wurde, d. h. wenn der beschreibende Punkt der abrollenden 
Geraden die Kurve in einem reellen Punkte traf (vgl. 
Nr. 81). Da man für gegebene Koeffizienten von (2) 
die Evolvente verhältnismäßig einfach angenähert zeichnen 
kann, läßt sich darauf ein Verfahren gründen, die BeaUtät 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung zu beurteilen^**). 
Je größer r wird, desto mehr wächst Ä und «; daher 



**») Dargelegt bei H. Onnbk, Arch. N^erl. 10, 1875, 361—379. 
—J Zuerst betrachtet wurden die höheren Kreisevolventen von 
DU Bois-Aymä (1809), Whbwbll (Phil. Mag. (4) 36, 1868; Proc. Lond. 
Math. S. 2, 1869). Vgl. auch Cübban Shabp (Mess. Math. 9, 1880). 
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haben anöh die höheren Kreisevolventen, was ja schon 
ans der Erzengang hervorgeht, den Charakter von Spiralen. 
192. Wir wollen nnn den Fnßpnnktsknrven der 
höheren Kreisevolventen unsere Aufmerksamkeit schenken. 
Dazu ist nötig, zuerst für diese eine Darstellung in recht- 
winkligen Koordinaten zu geben. Eine solche bekommt 
man aus (2 t) mittels der Gleichungen 

x=l^coBrdT , y =/ÄsinTfl[T . 

Sie wird von der Form 

(4) X =f{r) cosr — /'(t) sinr , y =/(t) sinr + f{t) cosr , 
wo 

(5) /(t) = »oT« + »1^"-' + . . . + »n-lT + K , 

also eine ganze rationale Funktion n*®' Ordg. von r ist. 
Dabei bestehen zwischen den ft< und c< Gleichungen der Art 

K + 26n-2 = Cn , h+ n{n — l)6o = (^ 



h = ^0 



Man erhält allgemein aus (4) 

(6) dx = -(/(r) +r (t)) sinr , dy = (/(r) +r (r)) cosr , 

woraus in der Tat eine Gleichung von der Form 

<2t) dsidr = « = /(t) + r(T) = (pir) 

hervorgeht. 

Um nun die Fußpunktskurven der höheren Kreis- 
Evolventen in bezug auf den Anfangspunkt des in (4) be- 
nutzten Koordinatensystems zu finden, hat man, wenn 
4 9 fj laxifende Koordinaten sind, den Ort des Schnitt- 
3)unktes der beiden Geraden tjdx — Sdy = ydx — xdy und 
^dy + Sdx = zu bestimmen. Man erhält 

vryv I Vi^^^ + dy^) = {ydx — xdy)dx , 

\ S{dx^ + dy^) = —{ydx — xdy)dy . * 

In Polarkoordinaten ist 

Q^ = i^^-{^P = {ydx-x dyYj{dx^ + dy^) . 

TS'unhatmanyda?— a?5y = — /(T)99(T)dT, dx^-\-dy^=(p{rYdx^y 
also Q =/(t) . Da ferner rjj^ = —dxjdy , so kann z , nach- 
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dem man die Achsen vertauscht und den Sinn auf der 
a?-Achse umgekehrt hat, als Polarwinkel 6 gelten. Also 
ist die Gleichung der gesuchten Fußpunktskurven 

(8) ö = 6oÖ"-+-6iÖ«-i+ ... +\_^e + K. 

AU diese Kurven sind Spiralen, die den Anfangspunkt als 
n-fachen Punkt haben. Der Anfangspunkt ist aber nichts 
anderes als der Mittelpunkt des Grundkreises unserer 
Kreisevolventen. Dies beweist man in folgender Weise. 
Zieht man von einem Kurvenpunkt aus die Folge 
der Krümmungsradien Ä„, ^«-d • • •> ^i ,' ^, deren jeder 
auf dem vorhergehenden im Endpunkt senkrecht steht 
und legt durch den Mittelpunkt des Grundkreises ein 
Koordinatensystem parallel zu dem System der Tangente * 
und Normale des Kurvenpunktes, so sieht man gleich, 
daß auf diese Achsen bezogen, der Kurvenpunkt die 
Koordinaten hat 

((x\ f ^^ ^ ^*»-^ "~ ^'»-^ "^ ^**-^ ""•••> 



I «0 = «„.1 - 



Da aber 

«» =/W +/"W , % =/(-*)(t) +/(-)(r) , 

««-i=/'(T)+r'(T), «,=/-%), 

«=/(-)(t), 

so wird 

(10) x,^f{x)r vo-m- 

Dreht man nun das Koordinatensystem um den Winkel t , 
so ergeben sich für den Kurvenpunkt nach Vertauschung 
der Achsen die Koordinatenwerte (4). Demnach stimmt 
der Anfangspunkt von (4) mit dem Mittelpunkt des Grund- 
kreises überein und wir können sagen: Die Fußpunkts- 
kurven der höheren Kreisevolventen sind algebraische Spiralen 
von der Oleiehungsform (8). 

^^*J Im allgemeinen ist für eine beliebige Kurve die Folge 
der Krümmungsradien der sukzessiven Evoluten unendlich. Wenn 
aber die Reihen (9) konvergieren, so reduzieren sich die Evoluten 
schließlich auf den Punkt {x^, y^ , auf den zuerst Timmbbmakks 
aufmerksam gemacht hat (M^m. Soc. Lille 6; 1828/9). Auch dann 
ist natürlich die Lage des Punktes von der Wahl des Ausgangs- 
punktes unabhängig. 
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193. Aus den allgemeinen Gleichungen (4), (5) und 
(8) geht für n = 1 die gewöhnliche Kreisevolvente und 
die Archimedische Spirale als Fußpunktskurve hervor. 
Eollt die gewöhnliche Kreisevolvente auf einer Geraden, 
so ist die Mannheim sehe Kurve sowohl, als auch der Ort 
des Grundkreismittelpunktes eine Parabel mit der Geraden 
als Achse (vgl. !Nr. 162). Wir wollen nun die entsprechenden 
Kurven auch für die höheren Kreisevolventen angeben. 

Die Mannheim sehe Kurve erhält man einfach, indem 
man in den Gleichungen (2) Ä = y , s = x setzt. Sie ist 
also durch zwei Gleichungen der Form gegeben 



(11) 



a? = ^^pyCoT«+l + — CiT*»+... + |Cn-iT2 + C„T + C„+i, 



y = CoT« + CiT«-l+ ... +Cn_iT + Cn, 




Flg. 126. 



^. h. eine rationale algebraische Kurve (n + 1)*®^ Ordnung 
"von der si>eziellen Art, die A. v. Brill als »rational -ganz« 
bezeichnet hat^*^), wo also die Nenner in den Ausdrücken 
ffir X und y gleich 1 sind. Auf der a?- Achse haben diese 
IKurven im Unendlichen eine höhere Singularität. 

Um den Ort des Mittelpunktes des Grundkreises 
zu bestimmen, wenn die Kurve auf einer Geraden rollt, 
bemerken wir, daß in Fig. 126 nach einer Drehung um 

»«) Math. Ann. 16, 1880, 348-408, bes. § 1. 
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den Winkel dr die Dreiecke mit den Katheten %, Vo 
und dx, dy ähnlich sind, so daß dxjyQ^OO'jOM 
= sin(dT) = dT und dy/xQ = OO'IOM = dr wird. Wir 
haben also die Differentialgleichungen 

(12) ^ = dT, ^ = dT 

zu lösen, um den Ort von O zu bestimmen, wobei Xq , y^ 
in Funktion von t (oder s) gegeben sein müssen. Dies 
ist hier der Fall. Wir erhalten, da yo=/(^)> ^o=/'(^) 

(13) { ^=//W^^=;riT^o^'^^^+^^T»+...+5,T+fe„^i, 

also Kurven von genau demselben Charakter wie die 
Mannheim sehen Kurven. Die Koeffizienten 6»- sind von 
den Ci in der in Nr. 192 angegebenen Weise abhängig. 

Für n = 1 ergibt sich aus (11) und (13) eine Parabel 
in der angegebenen Lage. Der unendlich ferne Punkt der 
a?-Achse ist hier auf der unendlich fernen Geraden einfacher 
Berührungspunkt. 

194. Von den höheren Kreisevolventen ist eine spezielle 
Gegenstand mehrerer Betrachtungen geworden. Dies ver- 
dankt sie dem Umstand, daß ihr RadiusveTctor immer gleich 
dem Krümmungsradius ist. Der Pol ist dabei der Mittel- 
punkt des Grundkreises. Weil nach (4) q^ =f(^Y +/'(^)*> 
während ^=f+f'^ so ist sie durch die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung definiert 

(14) /2=2/r+r2. 

Da wir schon wissen, daß / eine ganze Funktion von t 
sein muß, können wir die direkte Lösung dieser Gleichung 
erübrigen. Wir bemerken auch gleich, daß / mindestens 
quadratisch in t sein muß, weil sonst f^ verschwände, und 
sehen ferner, daß es höchstens quadratisch sein kann. Denn 
andernfalls enthielte auch f das t noch und Gleichung (14) 
lieferte mehr Bedingungsgleichungen, als Koeffizienten ver- 
fügbar sind. Wir setzen also /= ar^ + 6t, wo wir eine 
weitere Konstante weglassen können, /' = 2 ar -f & , /' = 2 a , 
so daß « = az« + 6t + 2a . Die Gleichung (14) liefert 
6 = 2 a , also wird 
(15) « = a + a(T + 1)2 . 
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Hieraus erhält man dr/dÄ = (Ä — a)-^J2^ , also 



und schließlich 


U9 — - • 

2ya(« — a) 


(16) 


Ä + 2ai/«— a 



als natürliche Gleichung der Kurve. Sie ist eine zweite 
Kreisevolvente und heißt »Sturmsche Spirale«, da 
Ch. Sturm in seinem Goura ff Analyse (1857) zuerst auf 
die der Bedingung ^ = Ä genügende Kurve, d. i. unsere 
Spirale, hinwies ^^^). Die Eigenschaft ist für sie charak 
teristisch, denn die direkte Behandlung der Differential 
gleichung, zu der q = ^ führt, ergibt genau dieselbe Kurve 

Die Spitzen der Sturmschen Spirale sind beide imaginär: 
es ist für sie nämlich t = —1 ± i , » =*±f ai . Ihr Aus 
sehen wird also ungefähr das einer Differenzenspirale sein 
(Fig. 124, strichpunktiert). Da wir weiter unten von den 
algebraischen Spiralen im Zusammenhange sprechen, lassen 
wir die Fußpunktskurve der Sturmschen Spirale einstweilen 
1>eisiBite und sehen zunächst, was aus der Mannheimschen 
Kurve wird. Diese hat die Gleichung 9 aa?^ = (y + 2 a)* (y — a) 
oder, wenn man y + 2a = i/ setzt, y' — 3 a{t/^ + 3 a?*) = . 
Sie ist also eine Kubik mit isoliertem Punkte in d? = , 
^ = — 2 a ; der unendlich ferne Punkt der a?-Achse ist Wende- 
punkt mit der unendlich fernen Geraden als Tangente. 

Interessanter ist der Ort des Grundkreismittelpunk- 
■fces. Wir haben für diesen y = ax^ + 2ar. Daraus wird 
^T = Äy/2ya(y + a) , also 

J j2Va{y + a) 

Die Integration ergibt schließlich als Gleichung des ge- 
suchten Ortes 

(17) 9ax^ = {y + a){y--2ay. 

Setzen wir hier y — 2a = i/ , so wird die Gleichung 

**•) Später beschäftigten sich mit ihr Sylvbstke (Phil. mag. 
(4) 36; 1868; Proc. London Math. S. 2, 1869) und O. Sohlömiloh 
(Zeitschr. Math. 14, 1B69). 
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y* + 3 a(y* — 3 a?*) = . Daß ist demnach eine Tschirn- 
hausensche Kubik (Nr. 34)i*'0. 

195. Wir gebrauchten im obigen des öfteren den Aus- 
druck »Spirale«, ohne ihn mathematisch zu definieren. 
Nach dem gemeinen Sprachgebrauche bezeichnet Spirale 
eine Linie, die mehrere Windungen um einen Punkt macht. 
Eecht viel besser können wir das auch nicht ausdrücken; 
nur setzt man gewöhnlich die Zahl der Windungen als un- 
endlich groß voraus. Da aber die Benennungen der Kurven 
nur zum Teil auf systematischer Grundlage beruhen, zu 
allermeist historischen oder auch zufälligen Ursachen ent- 
springen, wird die Bezeichnung Spirale nicht auf alle Kurven 
solcher Art angewendet. Hier wollen wir nur noch einige 
von den Spiralen betrachten, die durch eine algebraische 
Gleichung zwischen q und 6 gegeben sind und die man 
daher füglich »algebraische Spiralen« nennen kann. 
Die Fußpunktskurven der höheren Kreisevolventen mit 
der Gleichungsform q =fn{0)j wo /„ eine ganze Funktion 
n*®*" Ordg. von 6 ist, bilden dann eine Unterabteilung 
dieser Familie. 

Ist w = 1 , so ergibt sich die Archimedische Spirale, 
Für n = 2 hat man ^ = &o ^^ + ^i ö + 62 • Durch Drehung 
der Polarachse läßt sich diese immer auf die Form bringen 

(18) Q = ae^-l. 

Auf eine Spirale dieser Art stieß schon Galilei nacb dem 
Zeugnis von Fermat**»), der sie daher »Galileische Spirale« 
nennt. Sie hat einen Doppelpunkt im Anfangspunkte mit 
den Tangentenrichtungen 6 = +yifä , der für Z = in eine 
Spitze übergeht. Von dieser Grundform, die die Gleichung hat 

(19) Q^ad^, 

sind alle Galileischen Spiralen Konchoiden. Der Doppel- 
punkt ist aber nur für positive Werte von l ein Knoten. 
In Fig. 127 ist (19) stark, (18) leicht ausgezogen dar- 
gestellt. 



^^^ Diesen Satz, sowie die vorhergehenden allgemeineren--^ 
über höhere Kreisevolventen stellte der Verfasser auf .im Arch—* 
Math. (3) 11, 1907, 311/13. 

"«) Oeuwea, t. H, S. 12. 
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Die Spirale (19) können wir auf zweierlei Arten mit 
der Archimedischen Spirale in Beziehung setzen. Betrachten 
wir allgemeiner eine Spirale von der Gleichungsform 

(20) ö = a ö"» , 

so erhalten wir für die Längen q^ und Qt der Polarsubnormale 
und Polarsubtangente die Werte 

(21) Q„==am0'^-', g,=.±0fn-^i. 




Flg. 127. 

I>ie Bndpunkte der Polarsubnormale und -tangente be- 
schreiben also, wenn der Punkt sich längs der Kurve (20) 
l>ewegt, Kurven (21) derselben Art. So ist die spezielle 
G^alileische Spirale (19) der Ort für den EndpunTct der Polar- 
^'Ubtartgewte einer Archimedischen Spirale, während anderer- 
seits der Ort für den EndpunM der Polarsubnormale jeder 
^3^<Uileisehen Spirale [(19) oder (18)] eine Archimedische Spi- 
^otte ist. 

Wir können ferner behaupten: Die FußpunktsTcurve 
7eder zweiten Kreisevolvente ist eine Oalileische Spirale. Ins- 
l^esondere entspricht der Sturmschen Spirale als Fußpunkts- 
fe^iure die Kurve Q = a6^ + 2a0j die sich in der Form 

WiiLKiTHSB, SpezieUe ebene Kurven. 1^ 
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Q = acb^ — a schreiben läßt (<ü = ö + 1) , also eine Gkkli- 
leiscbe Spirale mit einem Knoten, dessen Tangenten den 
Winkel 2 (= 114^ <^ ca.) miteinander bilden. 

196. Wenn wir in Gleichung (20) von der Beschrän- 
kung absehen, daß m eine positive ganze Zahl sei, so er- 
geben sich andere algebraische Spiralen, von denen auch 

einige von Interesse sind. Zu- 
nächst sei m negativ ganzzahlig. 
Die Spiralen 




(22) 



qQ^ = a , 



wo jetzt m wieder positiv ganz 
genommen werden möge, sind 
dann die Inversen der Spiralen 
(20), also die Polarreziproken zu 
den Hauptevolventen des Exeises. 
Wir sehen unter ihnen für m = 1 
die hyperbolische Spirale, für 
w = 2 die Inverse von (19). 
Diese verhält sich im Unend- 
lichen wie die Parabel y^ = ax 
und hat den Anfangspunkt als 
doppelten asymptotischen Punkt, 
dem sie sich sehr rasch nähert 
(Fig. 128). 

Lassen wir ferner in der 
Gleichung (20) m auch gebro- 
chene Werte annehmen, so wird durch diese Gleicbung 
eine Familie von Kurven dargestellt, die man als »höhere 
parabolische bzw. hyperbolische Spiralen« bezeicbnen 
kann^*®*). Besonders betrachten wir noch die Kurve 
für m = ^, ihre Konchoide und ihre Inverse (m = — ^) . 
Die Spirale 

(23) Q = aye oder Q^ = d^d 

heißt »Fermatsche Spirale« ^*^). Jedem positiven Werte 
von entsprechen zwei gleiche und entgegengesetzte Werte 
von Q. Der Anfangspunkt ist also ein Mittelpunkt der 
Kurve; die zwei Zweige, die sich in ihm vereinigen, stoßen 

148») Ygi^ j^ SoBOTKA, Stzgsb. böhm. Ges. Prag 1898. 
*") Oeuvres, t. H, 12/14; t. HI, 277/8. 
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mit einem Wendepunkte aneinander. Jeder Zweig^macht 
unendlich yiele Windungen um den Pol, die sich schließ- 
lich ins Unendliche erstrecken. Gegenüber allen bisher 
betrachteten Spiralen haben die Windungen der Fermat- 
schen Spirale aber die EigentümHchkeit, immer enger zu 
werden, je weiter hinaus sie sich erstrecken. Denn eine 
Windungsbreite ist, auf dem Eadiusvektor gemessen, 
h = a(yö + 2^ — yö) ; diese Größe nimmt aber mit wach- 
sendem 6 ab, wie der Differentialquotient zeigt. Übri- 
gens ist b die Windimgsbreite für den einen Zweig; da 
der zweite Zweig aber immer zwischen den Windungen 




Flg. 129. 

4eB ersten verläuft, ist die eigentliche Windungsbreite 
^' = a(yö + ^ — yö) , diese nimmt - natürlich in gleicher 
^Weise ab. Die Spirale ist durch Fig. 129 wiedergegeben. 
Die Konchoide der Fermatschen Spirale mit der 
Qleichung 
(24) Q=.aie + l oder {Q^l)^ = a^e 

nannte Jak. Bernoxjlliiöo) »parabolische Spirale«. Diese 
Ixat eine eigentümliche Form; der Zweig nämlich, dem 
das negative Vorzeichen der Wurzel entspricht, bildet 

1") Act. Erud. Jan. 1691 = Opera, 1. 1, 431. 

18* 
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mit sich selbst und mit dem andern Zweige unendlich 

viele Doppelpunkte, die 
scheinbar regellos, wenig- 
stens unsymmetrisch ver- 
teilt sind^^^). Außerdem 
hat die Kurve einen Wende- 
punkt. Die Bedingung für 
die Existenz eines solchen 
ergibt die Gleichung 5. Gra- 
des in Q 




+ «4^ = 



Flg. 130. 



Diese hat aber nur eine 
reelle Lösung, die, wie man 
sofort sieht, zwischen und l liegt. Für 1 = trennt sich 
in der Tat die Wurzel ^ = ab, während die 4 andern 
imaginär sind. Alles übrige mag sich der Leser aus (24) 
und der Fig. 130 selbst ableiten. 

197. Wir erwähnten oben, daß. auch noch die Inverse 
der Fermatschen Spirale von Interesse sei. Sie hat die 
Gleichung 

(25) Q = alie oder Q^e = a^ 

und heißt nach Cotes »Lituus« (= Krummstab), da ihr 
einer Zweig, den man früher allein betrachtete, in der 
Tat mit einem Bischofsstab verglichen werden kann (vgl. 
Fig. 131). Wir sehen aber aus (25), daß für jedes posi- 
tive zwei entgegengesetzte gleiche Werte von q hervor- 
gehen, so daß der Anfangspunkt Mittelpunkt ist. Gleich- 
zeitig ist er aber auch doppelter asymptotischer Punkt; 
denn für wachsendes 6 nimmt q immer mehr und schließ- 
lich bis zu Null ab für = oo. Für ö = ist ^ = ±cx) , 
aber die Polarsubtangente gleich Null; also ist die Polar- 
achse selbst Asymptote an beide Zweige. Aus dem bis- 
herigen ist klar, daß jeder Zweig einen Wendepunkt haben 
muß. In der Tat gibt die Bedingung hierfür 0^ = ^^ die 



"^) Genaueres über die Verteilung enthält das Schriftchen 
von ö. D. E. Weyer „ Über die parabolische Spirale^. Kiel (Lipsius 
und Tischer) 1894, 36 S. gr. 8*». 
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reellen Wendepunkte haben also die Koordinaten ö = | , 

Q = +ai2 . 

Aus der geometrischen Deutung der Gleichung (25) 

ergibt sich sofort folgende Erzeugung des Lituus: Bat 

ma/n ein System Iconzentrischer Kreise 

und eine Gerade durch den gemeinsamen 

Mittelpunkt, und laß man diese Gerade 

sich um den MittelpunM drehen, dabei 

auf jedem Kreise den PunJct P anmer- 

Icend, wo der uberstrichene SeTctor einen 

Jconsta^en Wert {\a^) erreicht, so ist 

der Ort dieser Punkte P ein Lituus, 

Ferner ist der Lituus, wie aus den 

Formehl (21) hervorgeht, der Ort für 

den Bndpunkt der Polarsubnormale bei 

der Permatschen Spirale; andererseits 

ist der Ort für den Endpunkt der Polar- 
subtangente beim Lituus eine Fermat- 

sche Spirale. Die Normale (oder Tan- 
gente) konstruiert man beim Lituus wie 

bei allen Kurven (20), indem man die 

Polarsubnormale (oder -tangente) durch 

Q ausdruckt. 

198. Wendet man auf den Lituus 
dieselbe Konstruktion an, die von der 
hyperbolischen Spirale zur Kochleoide 
führte, so ergibt sich die Kurve 



(26) 



asinO 

IT 
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die den Ort für die Endpunkte derjenigen Bogen in dem 
<ier Kochleoide zugrunde hegenden Kreisbüschel darstellt, 
denen gleiche Sektoren entsprechen. Sie ist, wie es scheint, 
Hoch nie untersucht worden und wir geben daher wenig- 
stens ihre Form (Fig. 132). 

Wie die Arclümedische Spirale, so können alle algebra- 
ischen Spiralen, insbesondere alle parabolischen oder hyper- 
bolischen Spiralen, aufgefaßt werden als Orthogonalprojek- 
tionen des Durchschnittes einer gewöhnlichen Schrauben- 
fläche mit einer geeigneten Eotationsfläche auf eine zur 
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Schraubenachse senkrechte Ebene. Denn haben die beiden 
Flächen die Gleichnngen 



z = c«arctg— , 



ysM=ir*=/(a^), 



so ist die Gleichung der genannten Projektion 

y^M^=/(c-arctgJ) , 
oder in Polarkoordinaten 

e=/(cö), 

wo auch gleich 1 gesetzt werden kann. Für die Archi- 
medische Spirale q = a6 ergibt sich als Meridlankurve der 

Eotationsfläche wirklich die 
Gerade cx = azj für die hy- 
perboliscbe Spirale q = a/ö 
die Hyperbel xz = acj für die 
Fermatsche Spirale Q = a'f6 
die Parabel cx^ = a^Zy für 
den Lituus g = a//ö die 
Kubik x^z = a^c usw. 

199. I^achdem wir die 
BoUkurven der Kreise und 
Geraden untersucht haben, 
liegt es nahe, nach den Kur- 
ven zu fragen, die erzeugt werden, wenn ein Kegelschnitt auf 
einer Geraden rollt. Es ist aber klar, daß hier die Verhält- 
nisse gleich wesentlich komplizierter werden, da die Eekti- 
fikation, wenigstens der Mittelpunktkegelschnitte, elliptische 
Integrale erfordert. Doch lassen sich die interessantesten 
Eollkurven, die hier auftreten — sie werden durch die 
Brennpunkte beschrieben — mittels natürlicher Koordi- 
naten noch recht übersichtlich behandeln. 

Um die natürliche Gleichung der Kurve aufzustellen, 
welche ein Brennpunkt F einer Ellipse mit den Halb- 
achsen a, 6 beschreibt, wenn diese auf einer Geraden 
rollt, haben wir uns der Gleichungen (5) und (9) in Nr. 127 
zu bedienen, wobei wir die Elemente für die Ellipse aus 
"St. 126 entnehmen. Sind diese ^, i, die der BoUkurve 




Flg. 182. 
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Ä, « , die Polarkoordinaten von F in bezug auf den momen- 
tanen Berührnngspunkt q, 6, so hat man 



also 


1 1 


«sinö 1 2a — Q 1 


1 


(27) 




l + l-i 
1t^ Q a' 





Läßt man also die entsta/ndene Kurve um die Oerade als 
Achse rotiereUj so entsteht eine Rotationsfläche, deren mittlere 
Krümmung konstant (= 1/2 a) ist. Indem Ch. Delaunay 
Eotationsflächen dieser Art zu bestimmen suchte, kam er 
auf die in Bede stehenden Kurven i**), die man daher heute 
meist »Delaunaysche Kurven« nennt. Dabei sei gleich 
bemerkt, daß die ganze Untersuchung mit kleinen Ände- 
rungen auch für eine rollende Hyperbel gilt. In den bisher 
angeschriebenen Gleichungen ist dann nur q mit negativem 
Zeichen zu nehmen. 

Unter Benutzung der natürlichen Gleichung des Kegel- 
schnittes erhalten wir femer für die EoUkurve 

8=.f-^ds = f _ _ ^^^^^ . 

J ^ •/3^y[(a6^)* — 6«][a« — (z6^)»] ' 

Nun ist aber (a6^)* = Q{2a — q), hieraus 

d^ = 3(a — Q)^Q{2a-Q) dg/ab 

und folglich nach einer kleinen Eechnung 

(28) s==f f^^^ =r ^' , 

wo e die numerische Exzentrizität i=ia^ — h^ja) des 
Kegelschnittes bedeutet. Die Gleichungen (27) und (28) 
liefern eine Parameterdarstellung der gesuchten Kurve in 
natürlichen Koordinaten. Wollen wir die Gleichung in 
Ä , s selbst, so müssen wir aus (27) q = a 5?/(Ä — a) und 
ig = —a^d^li^ — aY in (28) einsetzen. Das ergibt schließ- 

"■) J. de math. (1) 6, 1841, 309—316. 
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lieh, wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel immer un- 
berücksichtigt bleiben kann, 



(29) .-/; 



abd^ 



Da diese Integration ausführbar ist, erhalten wir die natür- 
liche Gleichung einer Delaunayschen Kurve in endlicher 
Form. Diese stellt sich am besten dar, wenn man sie 
nach ^ auflöst und lautet 

(29*) « = a.izL2lco8(^^+^, 

^ ' «(e — cos(»/a)) 

200. Der Leser überzeuge sich nun zunächst, daß man 
die Gleichung in derselben Form schreiben kann, wenn man 
eine Hyperbel als rollende Kurve zugrunde legt. Die beiden 




Fig. 133. 



Fälle werden in (29*) durch die Größe von e unterschieden. 
Es ist auch sofort zu ersehen, daß die Kurve (29*) für 
6 < 1 (Ellipse) und 6 > 1 (Hyperbel) ganz verschiedene Ge- 
stalt haben muß, da für ß > 1 der Nenner nicht mehr ver- 
schwinden kann, also keine Wendepunkte auftreten können, 
während für s <1 überall, wo cos(«/a) = e ist, die Krüm- 
mung das Vorzeichen wechselt. Wir erhalten so zweierlei 
Formen, die den gestreckten und verschlungenen Trochoiden 
ähneln. Diese sind durch die Kurven in Fig. 133 und 134 
gegeben. Indem man mit (29*) noch die Variation von 6 
und y = QsmO betrachtet, ist eine Diskussion der Kurven 
auch in Eücksicht auf ihre Lage zur festen Geraden nicht 
schwierig. Wir unterlassen sie hier, da die Erzeugung 
selbst genug Anhaltspunkte bietet. 

Zwischen den beiden Formen steht auch hier eine 
solche mit lauter Spitzen, allerdings eine ausgeartete. Denn 
für 6 = 1 wird (29*) zu dem Kreise Ä = 2a, den man 
sich nur unendlich oft nebeneinander gereiht zu denken 
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hat, um die in Bede stehende Zwischenform (samt ihrer, 
Spiegelung an der festen Geraden) zu erhalten. Der Über- 
gang von der Ellipse zur Hyperbel geschieht ja bei unserer 
Annahme, wo a konstant oder wenigstens endlich bleibt 
und e sich verändert, nicht durch die Parabel, sondern 
durch eine unendlich flache Ellipse, also eine Strecke von 
der Länge 2a, die in der Tat beim Abrollen ein System 
von aneinanderschließenden Halbkreisen erzeugt. 




Flg. 1S4. 

201. Es muß aber auch eine eigentliche Kurve geben, 
die als zwischen den beiden Arten von Delaunayschen 
Kurven stehend betrachtet werden kann, die Ortslinie des 
Brennpunktes einer abrollenden Parabel. 

Um diesen Übergang zu bewerkstelligen, gehen wir 
am besten von (28) aus, das erste dort gegebene Integral 
benutzend. Wir dividieren Zähler und Ifenner mit a^ , 
lassen a und 6 unendlich werden, so daß aber Umh^ja = q 
(endlich) bleibt. Das Integral wird dann 

und da aus (27) für unseren Fall 
(30) « Q 



282 rV- Abschnitt Rouletten, insbee. zyklische Kurven. 201. 



folgt, SO ist die natürliche Gleichung der fra^chen Kurve 
(31) 



« = 7 + P. 



WO wir nur p = —^q gesetzt haben. Diese Kurve nennt 
man »Kettenlinie (Catenaria)«; denn in der analy- 
tischen Mechanik wird gezeigt, daß eine an zwei Enden 
aufgehängte homogene Kette (Faden) die Form dieser 
Linie annimmt i^*). Über die Form selbst ist zuvör- 
derst zu bemerken, daß alle Kettenlinien ähnliche Kurven 
sind. Dies geht schon atis unserer Erzeugung hervor, da 
alle Parabeln ähnlich sind; man sieht es aber auch aus 




Fig. 135. 

Gleichungl(31), denn die Substitution Ä = xÄ', 8 = x8' 
ist mit der Substitution p = p'/x gleichwertig. Die Bogen 
sind in (31) vom tiefsten Punkte aus gezählt, für den Ä 
das Minimum p hat. Für den Tangentenwinkel hat man 
dx=jdBl^ , also wenn man im tiefsten Punkte t=ö nimmt, 



(32) 



T = arc tg — 



oder 8 = p tgT . 



**■) Galilei noch hielt die Kurve för eine ParabeL Die Frage 
wurde von. Jak. Bbbnoulli öffentlich aufgeworfen und fast gleich- 
zeitig von HüTGBNB, Lbibniz und Joe. Bbbnoulli gelöst (Act. Erud. 
1690ff.). 



201, 202. S 26. BoUkurven versehiedener Art. 283 

Diese Eigenschaft charakterisiert die Kettenlinie, ebenso 
wie die dnrch Gleichung (30) gegebene. Ans ihr sieht man 
in Verbindung mit (31), daß mit wachsendem 8 nach 
beiderlei Bichtung die Kurve immer flacher werdend sich 
schließlich senkrecht zur Tangente im Scheitel stellt (s. die 
stark ausgezogene Kurve in Fig. 135). Die Mannheimsche 
Kurve ist eine Parabel, deren Parameter ^ des Parameters 
derjenigen Parabel ist, die der Erzeugung zugrunde liegt; 
ihre Achse steht senkrecht zu der Geraden, auf der man 
die Kettenlinie muß rollend denken (vgl. die Mannheimsche 
Kurve der B^reisevolvente in Nr. 162). 

202. Auch die Gleichung der Kettenlinie in recht- 
winkligen Koordinaten ist von einfacher Gestalt. Aus 
dx = ds cosT erhält man sofort 

aj^plogi±!(^S oder ^p = -(« +y«« + P*) , 
aus dy ^äs sinr ebenso 

Die Elimination von 8 bewerkstelligt man am einfachsten, 
indem man noch bildet 

wonach sich sofort 

(33) y = |-(e7 + e-f)=pch|- 

als kartesische Gleichung ergibt. Man erhält also eine 
Kettenlinie, wenn man zu den Ordinaten der beiden »Ex- 
ponentialkurven« (»logarithmischen Linien«) y:=p^lP 
und y = p e-*/P das arithmetische Mittel nimmt (Fig. 135). 
Da für die Exponentialkurven die Subtangente (BQ) kon- 
stant und zwar gleich p ist, die Tangenten dreier ent- 
sprechenden Punkte El, E^, K der beiden Exponential- 
kurven und der Kettenlinie aber durch einen Punkt A 
laufen, kann man an die Kettenlinie die Tangente ziehen, 
wenn etwa die Exponentialkurven gezeichnet vorliegen. 
Zusätze. 1. Nach dem Obigen sind auch alle Exponential- 
kurven ähnlich. Man kann in der Tat jede Gleichung y=a ß^l^ 
auf die Form y = a ^Ip und durch Parallelyerschieben der y- Achse 
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auf die Form y = p eP^^P bringen. Für den Krümmungsradius der 
Exponentialkurve erhält man ^ = |?/cos*TsinT = ÄP/cosr sinr 
= SFIaint = MP, womit seine Konstruktion gegeben ist. Für 
die Fläche der Exponentialkurve zwischen der Asymptote (a?- Achse) 
und zwei Ordinaten ergibt sich f = piy — y^, für die Fläche 
zwis'*hen Kurve, Asymptote und einer Ordinate also fo=py> 
Da aber A PR Q = ipy, so halbiert die Tangente FB immer 
die Fläche zwischen Kurve, Asymptote und Ordinate. 

2. Die Fläche f^ , die zwischen der Symmetrieachse der 
Kettenlinie und einer dazu Parallelen, der o;- Achse und dem zu- 
gehörigen Bogen 8 liegt, ergibt sich als f^=p8, wächst also 
proportional mit dem Bogen. 

203. Indem wir uns vorbehalten, auf Kurven, die 
mit den »elliptisclien und hyperbolischen Kettenlinien«, 
wie die Delaunay sehen Kurven auch genannt wurden ^^), 
zusammenhängen, gleich nachher zurückzukommen, wollen 
wir hier noch einige, die von der gemeinen (parabolischen) 
Kettenlinie ausgehen, besprechen. 

Zunächst seien einige Verallgemeinerungen der Ketten- 
linie besprochen. Diese teilen sich in zwei Familien. Die 
einen entsprechen einer Verallgemeinerung der kartesischen, 
die andern einer solchen der natürlichen Gleichung. Die 
Gleichung der Kettenlinie in rechtwinkligen Koordinaten, 
ist eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung 
d^yjdx^ = yjp^ . Die Kurven, die der allgemeinen Lösung 
dieser Differentialgleichung 

(34) y^a^lT^-^he-'^lT^ 

entsprechen, sind daher die nächstliegenden Verallgemeine- 
rungen der Kettenlinie. Es sind das Kurven von geringem 
mathematischen Literesse. Sie finden aber im Baufache 
Anwendung und wurden »Klinoiden« ^^^) {xUvo), ich neige) 
genannt, im Falle h = a {=^p) »Gewölbelinien« i^«). Über 
ihre Konstruktion und die der Tangente ist dasselbe zu 
sagen, wie oben bei der Kettenlinie. Die beiden zugrunde 
liegenden Exponentialkurven sind kongruent (mit der Sub- 
tangente p), nur ihre Lage zuur y -Achse ist verschieden; 
sie schneiden auf dieser bzw. die Stücke a und & ab. 



"*) Von LiNDELöF (M^m. Soc. Sc. Finl. 1868). 
^") Hbinzbbling, Zeitschr. f. Bauwesen, 1869 u. 1872. 
^^^ 0. SoHLÖMiLOH, Übungsbuch zum Studium d. höh, ÄnaJysis, 
L Teil, 5. Aufl., Leipzig 1904, S. 116. 



204« § 26. Bollkurven verschiedener Art. 285 

204. Vom mathematischen Standpunkte aus sind die 
durch Verallgemeinerung der natürlichen Gleichung der 
Kettenlinie entstehenden Kurven, wenn auch nur in 
morphologischer. Hinsicht, beachtenswerter. Es ist an 
sich ja ohne weiteres zu erwarten, daß natürliche Oleichungen, 
wenn auch der einfachsten Art, Kurvenformen liefern, die 
von den gewohnten stark abweichen. Denn die natürliche 
Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in den kartesischen Koordinaten. Die Kurven, die solchen 
Differentialgleichungen entsprechen, sind aber noch recht 
wenig untersucht. Wir wollen nun zunächst sehen, welche 
Änderungen an der Gestalt der Kettenlinie dadurch 
hervorgebracht werden, daß wir die beiden in der Glei- 
chung (31) vorkommenden Konstanten als verschieden an- 
nehmen. 

Wir betrachten also Kurven von der natürlichen 
Gleichung 

(35) « = f+.«, 

indem wir q verschiedene Werte erteilen, während wir p 
fest denken. Man unterscheidet dann sofort zwei wesent- 
lich verschiedene FäUe, g > und g < , zwischen denen 
g = vermittelt. Betrachten wir zunächst die erste Mög- 
lichkeit, so ist es, auch der Formeln wegen, besser q = x^p 
zu setzen, also die Gleichung (35) in der Form 

(35*) «=:^ + «2p 

zu schreiben. Dann erhält man 

1 8 

(36) T = — arctg — oder 8 = xp tg{x r) . 

Für « = c» ist also t = 7ij2 x . Wenn x> 1 , so wird 
demnach unsere Kurve im Verhältnis zur Kettenlinie 
immer flacher, indem sie ihre beiden symmetrischen Zweige 
allmählich die Eichtungen ±71/2 x annehmen läßt, ohne 
daß sie aber in diesen Eichtungen Asymptoten hätte, wie 
ja auch die Kettenlinie selbst keine besitzt. Für diese 
kann es aus der kartesischen Gleichung gefolgert werden, 
während letztere bei den allgemeineren Kurven in endlicher 
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Form nicht aufgestellt werden kann. DaaberÄ=;«2p/cos2ptfT, 
so hat man die Parameterdarstellung 

T T 

/orfx o fcost dz a /"sinT^T 

(37) x = x^p — ä — > y = ^ V —^ • 



Wenn nun die Kurve eine Asymptote hat, so bleibt das 
Lot g = x sinr — y cost vom Anfangspunkt auf die Tangente 
in {Xj y) für den entsprechenden Grenzwert von r, hier 
^/2x endlich. Wir haben also zu untersuchen, ob das 
Integral 

nl2x 

2 /'sin(5r/2« — t)dt 2 C&inx^dx' 

^ ^J cos*« T ^J sin*« t' 

nßx 

einen endlichen Wert hat. In der letzteren Form wird 
ja die Funktion unter dem Integralzeichen an der Grenze 
t' = unendlich. Das würde noch nicht beweisen, daß g 
selbst unendlich ist. Setzen wir aber statt der Sinus die 
BeihenentwicMungen ein, so sehen wir, daß sich an der 
Stelle t'=0 flr verhält wie /(1/t')ät', also wie logr'. 
Aus diesem Grunde ist das Lot g unendlich und es existiert 
keine Asympto.te, auch nicht für x <1 . 

205. Sehen wir nun zu, welche Gestalt die Kurve 
für X < 1 annimmt. Da jetzt nß x > ^ tt , so erhellt, 
daß sich die Zweige der Kettenlinie gegeneinander biegen 
und sich also, wenn x auch noch so wenig von 1 ver- 
schieden ist, schneiden müssen [Fig. 136 (a)]. Bei kleiner 
werdendem x biegen sich die Zweige immer mehr herum, 
bis sie sich, sobald der Wert x = ^ überschritten ist, auf 
der anderen Seite des Anfangspunktes nochmals schneiden 
[Fig. 136 (&)]. Vom Anfangspunkt in einer Eichtung aus- 
gehend, trifft man jetzt die Kurve zweimal; allgemeiner 
{n — l)-mal, wenn 1/n > x> lj{n + 1). Da auch der An-, 
fangswert von Ä immer kleiner wird, nimmt der Anfangs- 
punkt immer mehr den Charakter eines doppelten asympto- 
tischen Punktes an, zu dem er für x =^0 wird (Fig. 137). 
Die betreffende Kurve • 

(38) « = 8^lv 

müssen wir einen Augenblick für sich betrachten. Sie . 
wurde schon von K. 0. F. Kbause unter dem Namen 
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»curva antiloga« aufgestellt ^5''). Wir heißen sie kürzer 
»Antiloga«. Da man hier r nicht vom Anfangspunkt 
(s = 0) aus rechnen kann, setzen wir 

«0 

Hieraus ersieht man, daß 8q zwar nicht Kuli, aber un- 
endlich groß genommen werden kann, so daß 



/da p 



wird. Die Kurve hat also zwar im Anfangspunkt einen 
asymptotischen. Punkt, geht aber in einer bestimmten 





Fl«. 186. 



Hg. 187. 



Sichtung ins Unendliche, nicht, wie etwa die logarithmische 
Spirale, in unendlich vielen Windungen. Wie die beiden 
Zweige, aus denen man sich die ganze Kurve zusammen- 
gesetzt denken muß, gegeneinander liegen, darüber gibt 
die natürliche Gleichung keinen Aufschluß. Eine Asym- 
ptote hat auch diese Kurve nicht, ebensowenig wie die 
folgenden, die negativen Werten von q entsprechen. Dies 
nach dem obigen Muster nachzuweisen, überlassen wir 
dem Leser. 

206. Wir setzen nun in Gleichung (35) q = 
betrachten also die Kurven mit der Gleichung 



x^p, 



(39) 



p ^ 



^*^ NavUe theoriae linearum curvarum etc, (Monachii 1835), S. 88. 
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Hier ist für 8 = zunächst Ä negativ, wird immer kleiner, 
bis die Krümmung für » = +xp unendlich groß wird, 
von da ab wird Ä positiv und wächst mit 8 ins Unend- 
liche. Ob an den Stellen ^ = Spitzen oder asymptotische 
Punkte sind, wird durch den Verlauf von r entschieden. 
Wir haben nun erstens für |«| <xp 

8 

(40) ^ = p/'_^= 1 logl^^. 



Also wird t an den Stellen 8 = +xp unendlich und 
die Kurve besteht zunächst aus einem symmetrischen 
Zweig, der an seinen beiden Enden asymptotische Punkte 
trägt. Die Gesamtlänge dieses Zweiges ist 2xp . Für 
die hier anschließenden Zweige, die den beiden Zweigen 
der Kurve (38) entsprechen, können wir r nicht nach (40) 
weiterzählen. Wir setzen zweitens für |»|> xp 



(40*) r = pf-^-^ = ^log^±^ 



xp 



und sehen daraus, daß diese Zweige an den ersten eben- 
falls mit asymptotischen 
Punkten anschließen und je 
größer 8 wird, desto mehr 
wie die der Antiloga sich ge- 
stalten. Die Eichtung der 
unendlichen Äste gegen die 
Scheiteltangente des ersten 
Zweiges kann aber nicht an- 
gegeben werden. Die Kur- 
ven, die durch Oleichang (39) 
Flg. 138. dargestellt werden, haben et- 

wa die Gestalt der Fig. 138. 

Sie wurden von E. CesIro »Pseudokatenarien« 

genannt. 

Bern. Aus den Gleichungen (39) und (40) ergibt sich die 

Parameterdarstellung 

— _ g**^ — g~^^ _ 4 x*p 
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Demnach haben die asymptotischen Punkte in bezug auf das 
Koordinatensystem der Scheiteltangente und -Normale die Ko- 
ordinaten 

J (e«T + c-"')* J (e>*^ + e-^^y 



Der Wert von x^ ist ±^jr/2sh(jr/2«), während das zweite Inte- 
gral sich nicht in geschlossener, endlicher Form angeben läßt"®). 

207. Die Evoluten der Kettenlinien lassen wir bei- 
seite; die Evolventen aber bieten Interesse. Wir stellen 
sie der Allgemeinheit wegen für Gleichung (35) auf. 
Sind ^ und s die Elemente der Evolvente, so ist be- 
kanntlich, wenn wir die Abwick- 
lung immer im Scheitel der Ketten- 
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linie begiunen Ä = «, ds = 8d8l^. 
Dies ergibt, für ^ = s^jp + q , 
s = ip {log{8^ + P g) — logp q) . Löst 
man diese Gleichung nach »(=Ä) 
auf, so ergibt sich, wenn die Striche 
an den Koordinaten wieder wegge- 
lassen werden 

(41) « = ^pq{e^'lp^l) '''•• ^^' 

als natürliche Gleichung der gesuchten Evolventen. Es 
ist offenbar, daß auch hier die Fälle q>0, g<0, die 
durch q = ineinander übergehen , wesentlich vonein- 
ander verschieden sind. Es sei zunächst wieder q = x^p . 
Dann erhält man 



(41*) XT = arctgye^'/P — 1 , 

also die Parameterdarstellung 

(41+) 8 = ^p log(l + tg^x t) , ^ = xp tgx T . 

Der Krümmungsradius ist im Scheitel der Kettenlinie 0, 
die Evolvente setzt mit einer Spitze an. In bezug auf 

^^®) E. CbsIbo hat (S. 1? seines Buches) auch für das zweite 
Integral einen elementaren Ausdruck angegeben, der aber nach 
den Bemerkungen von M. Lbrch u. W. Kapteyn im Int. math. 14, 
1907, 155/9 * unrichtig sein muB. Dort ist auch die Berechnung 
des ersten Integrales erläutert. 

WiBLEiTNEB, SpezieUe ebene Kurven. 19 



290 IV. Abschnitt Rouletten, insbes. zyklische Kurven. 207,208. 

die Tangente dieser Spitze sind die Winkel r gerechnet. 
9 wird dann größer und größer und mit s unendlich für 
To = jr/2 X . Diese Eichtung ist zur Eichtung der unend- 
lichen Äste der Grundkurve natürlich senkrecht, da ja 
das Koordinatensystem um \ n gedreht ist. Wir müssen 
aber wieder untersuchen, ob auch die Evolventen keine 
Asymptoten haben. Wir erhalten für die Subtangente 
der unendlich fernen Punkte 

g = xpjtgxrmii^ — TJdT = x pj ctgx tp siny; dtp . 



Das letztere Integral ist aber sicher auch in der Nähe der 
unteren Grenze endlich; denn es ist ja lim ctgxv'Sin^=l/x, 

also selbst endlich. Im Gegensatz zur Grundkurve haben 

^ also unsere Evolventen Asymptoten. 

208. Für die Evolvente der gemeinen Kettenlinie 
(x = 1) wird g = p . Da außerdem t© = ^ tt , fallen beide 
Asymptoten in die Gerade, die bei der kartesischen 
Gleichung der Kettenlinie als a?-Achse benutzt wurde, die 
sogenannte »Direktrix« der Kettenlinie. Diese ist Wende- 

. asymptote für die Evolvente (vgl. Fig. 140). Da ferner 
für diese nach (41+) Ä = ptgT, so muß der Abschnitt 
auf jeder Tangente vom Berührungspunkte bis zur Asym- 
ptote (PR) gleich p sein. In bezug auf das Koordinaten- 
system der Kettenlinie ist also die »Tangente« der Evolvente 
konstant. Diese Kurve ist demnach der Ort eines schweren 
PtmJctes P, der a/n einem Faden von der Länge p gezogen 
wird, wenn das andere Ende B dieses Fadens eine Gereute 
durchläuft. Daher wurde sie »Traktorie (der Geraden)« 
oder kurz »Traktrix« (traho, ich ziehe) genannt ^5^). Aus 
diesen Eigenschaften kann auch sofort eine Parameter- 
darstellung in rechtwinkligen Koordinaten und damit die 
kartesische Gleichung abgeleitet werden. Man erhält aber 
aus (41t) direkt für die allgemeineren Kurven 

T T 

(42) x = xpjtgxrGOSrdr , y = x p jtgx r sint dr ^ 



^^) LeibniZ; HuYaENS 1693. 



208» 209. § 26. Rollkurven verschiedener Art. 291 

also ffir die Traktrix {x = 1) 

(43) a? = p(l — cost) , y=-=p log tg(|:7r — ix) — p sinr . 

Will man das Achsenkreuz der Eettenlinie zugrunde legen, 
so ist X durch p — y j y durch x zu ersetzen. Auf dieses 
System bezogen lautet die kartesische Gleichung der 
Traktrix 



(43*) 



x = p log 



p-zMEZ 



ip^ - y^ 




ZMatz. Ans dem in Fig. 140 gegebenen Zusammenhang 
zwischen Eettenlinie und Traktrix folgt eine sehr einfache Kon- 
struktion der Tangente an erstere, die der Leser sich selbst 
formulieren mag. Für letztere ist sie selbstverständlich. 

209. Die bisherigen Betrachtungen galten nur für 
g > . Mit immer kleiner werdendem x machen auch 
die Evolventen, wie die Grundkurven, immer mehr Win- 
dungen um den Anfangspunkt. Dieser muß also auch 
für die Hauptevolvente der Antiloga mit der Gleichung 
Ä = «*/p ein doppelter asymptotischer Punkt sein. Man 
erhält ds = p8d8l8^, also, wenn man mit 8 nicht kürzt, 
8 = ^plog{8^lp^) und als Gleichung der Evolvente 

(44) ^=±p e^/P ['=p yä^^J . 

Diese zerfällt also hier in zwei kongruente Kurven. Eechnen 
wir T wieder von der Tangente des unendlich fernen 
Punktes aus, so ergibt sich 



pJeßlP ^ <R ' 



\^* 
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wo wir die Striche an Ä und 8 wieder weggelassen haben. 

Der Abstand g des asymptotischen Punktes von der 
Tangente im unendlich fernen Punkte ist nichts 
anderes als die ^-Koordinate, also 




/aim , 



r =|p^^^^) 



Diese Tangente ist also Asymptote der Spirale (44), 
die in Fig. 141 dargestellt ist. 

Wir haben nun in Gleichung (41) noch 

Flg. 141. q = —x^p zu zetzen. Die entstehenden Kurven, 

. die Evolventen der Pseudokatenarien, wenn die 

Abwicklung im Scheitel begonnen wird, heißen nach 

E. Cesaro »Pseudotraktrizen«. Ihre Gleichung ist 

(45) 



« = xpyi-e2'/p 




Flg. 142. 

Wir sehen daraus für negative s den Krümmungsradius « 
wachsen von ^ = an (Spitze) bei « = bis « = xp 
bei 8 = — cx> . Hieraus und aus der Gestalt der Grund- 
kurve, die am Ende des Bogens von der Länge xp einen 
asymptotischen Punkt trägt, ersieht man, daß die Pseudo- 

a.A r^ ?• CesIro, Älg. Analyais, Leipzig 1904, S. 699, 725, 736, 
74Ü oder Lbjbunb-Dibiohlet, Vorlesungen über best, InteqraU. Braun- 
schweig 1904, S. 194. ^ ' 
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traktriz einen asymptotischen Kreis um diesen Punkt 
vom Badius xp hat, dem sich die Kurve von innen 
nähert. Da sie außerdem symmetrisch ist in bezug auf 
die Spitzentangente, hat sie die Gestalt von Fig. 142. 
Über die asymptotischen Punkte der Grundkurve hinaus 
können wir die Abwicklung nicht fortsetzen. Die Pseudo- 
traktrix entspricht also als Evolvente nur dem im End- 
lichen liegenden Teil der Pseudokatenarie. Gleichung (45) 
stellt auch weiter keine Zweige dar. Auf Evolventen, 
die in anderen Punkten beginnen, können wir nicht ein- 
gehen. Auch die Aufstellung von t im vorliegenden Falle 
überlassen wir dem Leser. 

210. Wir knüpfen nun nochmals an die Traktrix an. 
Verlängern wir in Fig. 140 den Krüöimungsradius PqP = ^ 
bis zur Direktrix (Asymptote) um das Stück PQ = ^, 
die »Normale« der Traktrix in bezug auf die Leitlinie 
als ä?- Achse, so sehen wir, daß für alle Punkte der Traktrix 
das Produkt aus Krümmungsradius und ITormale einen 
konstanten Wert hat, und zwar ist, wenn wir die Vor- 
zeichen der Strecken berücksichtigen, 

(46) « • ^ = -p2 (=konst.) . 

Diese Gleichung charakterisiert jedoch keineswegs die 
Traktrix. Vielmehr definiert sie eine ganze Familie von 
Kurven, die in der Flächentheorie von großer Wichtigkeit 
sind. Denn lassen wir eine Kurve, die der Bedingung (46) 
genügt, um ihre Leitlinie rotieren, so erhalten wir eine 
Botationsfläche von konstanter Krümmung. Diese 
Flächen haben besonders Beltrami dazu gedient, die 
elhptische und hyperbolische Geometrie der Ebene zu 
versinnlichen ^^^). Sie unterscheiden sich nach dem Vor- 
zeichen der Konstanten auf der rechten Seite von (46). 
Ist diese positiv, so entspricht die Geometrie auf der 
Fläche der elliptischen Geometrie; als Typus dieser Art 
Flächen gilt die Kugel. Ist das Vorzeichen wie bei der 
Traktrix negativ, so bieten die Flächen ein Bild der 
hyperbolischen Ebene; als Typus gilt die Traktrixfläche, 
die infolgedessen auch »Pseudosphäre« genannt wird. Wir 
werden aber gleich sehen, daß Ej?eis und Traktrix eigentlich 
keine Typen der Kurven (46), sondern nur Grenzfälle sind. 

"*) Giom. di mat. 4, 1866; 6, 1868. 
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Von den Kurven (46) bekommen wir sofort eine 
deutlichere Vorstellung, wenn wir bemerken, daß unter 
ihren Parallelkurven Delaunaysche Kurven sind. In der 
Tat, wenn wir in der Definitionsgleichung (27) der letzteren, 
wo ja Q mit der jetzt durch ^ bezeichneten Größe identisch 
ist, Ä durch ^ + «> ^ durch ^+a ersetzen, so ergibt 
sich Ä^ = a* . Vergrößern wir in dieser Gleichung aber 
nochmals Ä und ^ je um a , so erhält man 1/Ä+ 1/^= — 1/a , 
also eine der ersten kongruente Delaunaysche Kurve. 
Demnach verläuft in der Mitte zwischen zwei kongruenten, 
im Abstände 2 a parallelen Delaunayschen Kurven eine 
Kurve von der Art (46), allerdings mit positiver Konstante. 
Wir brauchen aber nur a = pi zu setzen, um die. zweite 
Gattung von Kurven der Art (46) zu erhalten. Deren 
zugehörige Delaunaysche Kurven sind allerdings imaginär. 
Hierüber unten Näheres. 

Bern. Es ist jedenfalls bezeichnend, daß die Oberfläche der 
Pseudosphäre f=Ap*n und das Volumen V=^p*jt ist, beide 
Werte also mit den entsprechenden einer Kugel vom Badius p 
übereinstimmen. Die Fläche der Traktrix zwischen der Kurve 
und der Asymptote ist ^p'jr. 

211. Um die natürliche Gleichung der Kurvenfamilie 
aufzustellen, für welche ^^ = a^ ist, wollen wir die un- 
entwickelte Gleichung (29) der Delaunayschen Kurven 
benutzen und die Parallelkurve im Abstände a bestimmen. 
Da für die neue Kurve Ä'=Ä — c, «'=« — ot ist, 
wenn wir vorderhand den willkürlichen Abstand e nehmen, 
so hat man, wenn außerdem anstatt (29) zuerst all- 
gemein 8 = ff{^)d^ gesetzt wird, r =^ff{^)d^l^, also 
8'=^f{^-c)f(^)d^l^ oder schließHch 

also in unserem Falle, unter Weglassung der Striche 

_ r ab^d^ ' 

J (^ + c)(« + c — 2a) V(« + c — a)««« — a« * 

Hieraus geht für c = 2a wirklich wieder (29) selbst hervor, 
wenn man nur — a statt a setzt. Für c = a aber er- 
halten wir 

»«)y«*«» — a« ' 



8 



s = f ^ 

;(«»-a«i 
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Wertet man dieses Integral ans nnd löst nach ^ anf , so 
ergibt sich als natürliche Gleichung der gesuchten Kurven 
nach einiger Rechnung 

(47) « = -^]/l + (l-6«)tg«-^, 

wobei e = —Va« — h^ gesetzt ist. Insbesondere wegen 
derjenigen Kurven dieser Art, für welche die parallelen 
Delaunayschen Kurven nicht reell sind, müssen wir auch 
den Tangentenwinkel t aufstellen. Es kommt 



oder 
(48) 



, _ s_ r dsoos(8la) _ ^^^.^ 1 sin jL) 
ajyi_««8in«(»/a) ^ ^^ 

sinr = €sin(«/a) . 




ng. 148. 

Hier sind offenbar die beiden Fälle e < 1 , £ > 1 zu unter- 
scheiden. Zwischen beiden liegt ß = 1, dad dem Kreise Ä=a 
entspricht. Für €<1 kann ^ nie iNTuU werden. Es hat einen 
Minimalwert für « = (t = 0) , nämlich ^ = als-, die 
zugehörige If ormale ist dann ^ = ea. Das ist zugleich 
der Abstand des Punktes von der Direktrix (vgl. Fig. 143). 
Für 8 = +^ a n wird ^ = cx> , n = , sinto = ±e . Die 
Kurve schneidet also die Direktrix und setzt sich dann 
auf der anderen Seite mit einem kongruenten Bogen fort. 
Im Schnittpunkt ist eine Inflexion. Die Figur zeigt, wie 
man den Winkel Tq erhält. Je mehr sich e der Einheit 
nähert, desto steiler wird der Durchschnitt. Für e = 1 
"Wird Tq = ^ :7r , die einzelnen Bögen der Kurve gehen in 
Halbkreise über. Denkt man sich die fehlende Eeihe 
der Halbkreise ergänzt [Fig. 144 (a)] und trennt die Kreise 
jetizt durch die Direktrix in zwei Eeihen von Halbkreisen 



(0 
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[Fig. 144(&)], so stellt eine solche Eeihe den Übergang 

zu 6 > 1 vor. 

In diesem Falle ist der Wert 
« = a/e für « = (r = 0) ein 
Maximum. Die Bogenlänge « 
kann wegen (48) hier nur bis zu 
dem Wert »o gehen, für welchen 

sin(«o/«) =il/f 
ist. Dann ist 

Flg. 144. tg(«o/a)=l/y^^-l 

und demnach ^^ = , sowie 
'^Q = +.\n. Diese Punkte sind also Spitzen. Ihre Ent- 
fernung g von der Direktrix ist g = lim ^ cos t für 
t5=Tq. Nun ist aber ^cosr = €acos(«/a), also in der 
Grenze g = a j/c« — 1 (vgl. Fig. 145). Wir sehen so, daß 



e9e 

(bl 

eee 




Flg. 145. 



die Gerade, welche alle Spitzen enthält, für größer werden- 
des E immer weiter von der Direktrix abrückt. 

212. Um nun die zweite Gattung der Kurven von 
der Art (46), d. h. diejenigen, die durch Gleichung (46) 
selbst dargestellt werden, zu erhalten, setzen wir in (47) 
a = 2> * • ^^ i tg(s/p i) = th(«/p) (vgl. Nr. 152), so lautet 
die natürliche Gleichung dieser Kurven zunächst 



(49) 



« = ^y(i_£2)th2(«/p)-<i 



Hier muß e jedenfalls < 1 sein. Da aber th (s/p) für 
reelle 8 ebenfalls <1 ist, so wird bei dieser Zählung 
der Bogen Ä nur für imaginäre 8 reell. Wir setzen , 
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«/p = ^t JT — s/p , dann wird th(«/p) = — cth(s/p) und die 
Gleichung 

(49*) « = ^ y(l - ei) cth2(5/p) - 1 . 

Außerdem ist 
(50) sinr = e cli(i/p) , q = pfi — e^ . 

So sehen wir, daß die Kurve für s=0 mit einem Wendepunkte 
(Ä = c») auf der Direktrix beginnt, r aber im Gegensatz zu 
der ersten Art der vorigen Gattung mit s wächst bis ^tz, wo 

ch(so/p)=l/6, cth(so/p)=l/yr=^ [^o=plog(l+yi^)M, 
also ^0 = ist. Dort ist demnach eine Spitze mit der 
Entfernung q = p^l — «* von der Direktrix. Die Wieder- 
holung dieses Zuges .gibt die ganze Kurve. Die Eichtung 
der Wendetangente ist durch sinr = e gegeben (vgl. Fig. 146). 




Flg. 146. 

Wird € kleiner und kleiner, so durchsetzt die Kurve 
die Gerade immer schräger; die von einer Spitze aus- 
gehenden Züge nähern sich immer mehr der Traktrix. In 
diese geht die Kurve über für e = . Wiewohl es einige 
Mühe macht, ist es interessant genug, diesen Übergang an 
der Gleichung (49*) wirklich auszuführen. Vor allem müssen 
wir auf die Spitze als Anfangspunkt transformieren, also 
5 = « — ^Q setzen. Wird dann cth durch die Exponential- 
funktionen ersetzt, e in die Wurzel und alles auf einen 
Nenner gebracht, so ergibt sich schließlich ein Ausdruck 
der Art 



-vf-^ 



{e-2,/p(n./rTr72)' - ««y 

der für fi = wirklich in Ä = pj^'/p _ i übergeht. 



298 IV. Abschnitt. Rouletten, insbes. zyklische Kurven. 213,214. 

213. Ein negatives e kommt nicht in Betracht, würde 
auch die Gleichung (49) nicht ändern. Aber e^ kann negativ 
werden, e also rein imaginär. Dann wird aus (49), wenn 
wir € = ii setzen, 

(51) «=fyi-(i + ^«)th«(«/p). 

Diese Gleichung ist, wie sie vorliegt, brauchbar und stellt 
reelle Kurven dar. Es ist 

(52) sinr = i sh(«/p) , q = p yT+l^ ^ 

Demnach beginnt die Kurve mit » = , Ä = p/i (r = 0) 
im Abstände \^\ = ep von der Direktrix und während t 
absolut genommen nach beiden Seiten wächst, nimmt Ä 
bis zu ab für sinr© = 1 (t = ^tt), sh(go/p) = l/c, th(»o/p) 

= l/yi + i^ [«0 = P log( l+yi + ^0/j . Dort sind Spitzen 
in der Entfernung g = p/T+^ von der Leitlinie (Fig. 147). 
Der absolute Wert von i unterliegt keiner Beschränkung. 



9V 



I — 



Flg. 147. 

IJoch ein Wort über die imaginären Delaunayschen 
Kurven, die im Abstände ±,pi parallel zu den Kurven 
laufen, die der Bedingung Ä-^=— p^ genügen. Sie 
werden erzeugt durch die Brennpunkte eines auf einer Ge- 
raden abrollenden Kegelschnittes, dessen eine Achse a = pi 
ist. Die andere ist b = a'j/l — e^ . Nun ist entweder e 
reell uftd < 1 , also auch h rein imaginär, aber dem ab- 
soluten Werte nach kleiner als a ; oder es ist 6 = i € , 
dann ist auch h rein imaginär, aber absolut genommen 
größer als a . Der roUende Kegelschnitt ist also in jedem 
Falle eine imaginäre Ellipse. 

214. Den Kurven ^•^=konst. sind die Kurven 
analog, für welche das Verhältnis des Krümmungsradius 
und der l^ormalen Ä/^ = konst. ist, bei welchen also der 
Krümmungsradius von einer festen Geraden in einem kon- 



214. 
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stanten Verhältnis geteilt wird. Die Frage nach solchen 
Kurven wurde zuerst von Jon. Bernoulli (1716) gestellt; 
man nennt sie aber heute »Eibaucoursche Kurven« i^*), 
wiewohl Bernoulli sie schon klassifiziert hatte. Wir er- 
halten sie als BoUkurven aus den Sinusspiralen (Nr. 92). 
Eine solche Kurve rolle auf einer Geraden G ; wir suchen 
den Ort des Poles P derselben (Fig. 148). Für die Sinus- 
spirale ist 
daß yiQ 

(53) (n + l)«y = öV 



st Äp : ^ = 1 : (n + 1) , außerdem zeigt die Figur, 
= Äp : Ä , also hat man zunächst 




Flg. 148. 



Da hier Ci=^, so gibt ^e Gleichung (9) von Nr. 127 
für den Krümmungsradius Ä des Ortes von P ohne weiteres 

(54) ^ = H^6' 

und somit ist dieser Ort nach der obigen Definition eine 
Eibaucoursche Kurve i^^). Um die natürliche Gleichung 
aufzustellen, müssen wir noch s = JQäaj^ durch q und 
also durch ^ ausdrücken. Mit Benutzung der natürlichen 
Gleichung der Sinusspiralen [S. 135 (9)] ergibt sich zunächst 



(55) 



8 = 




Qd^ 



?l//!L±i -^^-' 



2» 

\n-l 
^j -1 



*•") EiBAUOOUB, M6m. Ac. Belg. 44, 1880. 

*•*) O. BoNNKT, Joum. de math. (1) 9, 1844, 97—112. 
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Nun ist aus (53) ^ = (n + l)^sin/A, woraus wegen der- 
Polarkoordinatengleichung der Sinusspiralen (n + 1) Ä 
= a«^i-n folgt. Mit Anwendung von (54) ergibt sich so 

qt = a''n^-''{n + l)«-2^i-« , 

d« = (1 - n)a''n^-''{n + l)»"« «"«d« 

und hieraus nach einiger Eechnung 

(56) ' ■ ^5* 



als Gleichung der gesuchten Eollkurven. Nun nimmt man 
aber, aus einem Grunde, der in Nr. 217 deutlich werden 
wird, gewöhnlich das Verhältnis ^jq = 2/(v + 1) an, so daß 
n = (1 + v)l{l — v) wird. Setzen wir ferner (n + l)a/n = h , 
so ergibt sich 

(56*) s = 




(wo die Striche an den Koordinaten wieder weggelassen 
wurden) als die natürliche Gleichung der Eibaucourschen 
Kurven. 

215. Unter den Kurven (56*) sind für mehrere ein- 
fache Werte von v Kurven, die uns bekannt sind. So gibt 
v = »=/-«d«/y&2-«% also « = ]^^~«2, d.i. eine 
gemeine Zykloide; in der Tat ist für diese Ä = 2 ^ (Nr. 144), 
wenn Q alle Spitzen der Zykloide enthält. Ferner hat 

man für r = — 2 8 = ^/d[«/j/(«/&)* — 1 , d. i. eine Parabel, 
für welche die Gerade G Direktrix ist; denn dann ist 
« = — 2 gr. Für V = — 3 erhält man s = \jd^ihJiW^ , 
also 8 =^y6(Ä — &), d. i. eine Kettenlinie; für diese ist Q 
gleichfalls die Leitlinie, da dann Ä = — ^ ist (Nr. 201). 
Auch der Wert r = 1 entspricht einer einfachen Kurve, 
deren Gleichung aber aus (56*) nicht zu entnehmen ist. 
Da aber ^ == ^ wird, sehen wir, daß dies ein Kreis sein 



215. 
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muß, der Q zum Durchmesser hat. Der Wert v = —1 
macht Ä = cx) , entspricht also einer Geraden. 

Eine bekannte Kurve ergibt noch r = — ^ . In 
diesem Falle wird 8 = —\jdQtfRlp — Ä . Dieses In- 
tegral ist zwar auswertbar, aber das Eesultat wird un- 
übersichtUch. Wir bemerken nun, daß die Kurve aus 
s = -^\j^d^li{fR + c) (& - (« + c)) für c = hervorgeht. 
Für variables c stellt aber diese Gleichung ein System von 
Parallelkurven dar (s. Nr. 211). Setzt man nun c = ^fe , 
so wird 8 = i/- «d«/yi&2__^2^ also 8 = \^i\h^^^^^^ . 
Das ist aber die Gleichung der regulären Astroide (NTr. 80). 
Die Eibaucoursche Kurve für v = — \ ist also eine schiefe 
Astroide. Die Strecke a, welche die zugrunde liegende 




Flg. 149. 

reguläre Astroide charakterisiert, ist ^ & ; da nun c = | <S , 
so ist die in Eede stehende Eibaucoursche Kurve gerade 
die schiefe Astroide, für welche sich je zwei Spitzen in 
einen Spitzpunkt vereinigen. Die Gerade Q ist eine Sym- 
metrieachse der Kurve, die Verbindungslinie der beiden 
Spitzpunkte (Fig. 149). 

Die angegebenen Werte von v entsprechen den In- 
dizes n der Sinusspiralen in dieser Weise: 



n 


1 





-i 


-i 


i 


oo 


V 





-1 


-2 


-3 1 


-i 


1 



Damit haben wir auf einen Schlag folgende Sätze, die wir, 
die Eeihe der Indizes einhaltend, aufführen: 



302 IV- Abschnitt Bouletten, insbes. zyklische Kurven. 215» 216. 

Eollt ein Kreis auf einer Geraden G , so beschreibt 
ein Punkt der Peripherie eine Zykloide mit G als Ort der 
Spitzen; das ist die gewöhnliche Erzeugung der Zykloide. 
Eollt eine logarithmische Spirale auf G , so beschreibt das 
Auge eine Gerade. Rollt eine Tschirnhausensche Kubik auf Q , 
80 beschreibt der PunM, der die Strecke Scheitel-Knoten im 
Verhältnis 1 : 8 teilt, eine Parabel mit G ate DireHrix. BoTU 
eine Parabel auf Q, so beschreibt ihr Brennpunkt eine Ketten- 
linie mit Q als Direktrix. Rollt eine Kardioide auf Q , so 
beschreibt die Spitze eine schiefe Astroide mit 2 Spitzpunkten, 
die auf Q liegen. Der Wert oo für n entspricht keiner 
Sinusspirale. Andererseits geben die Lemniskate {n = 2) 
und gleichseitige Hyperbel (n = — 2) zu neuen, kompli- 
zierteren Kurven Anlaß. 

216. Wir können jetzt auch die Eibaucoursche Kurve 
auf einer Geraden f rollen lassen und nach der Enveloppe 




Fig. 150. 



ihrer Leitlinie G fragen. Diese Enveloppe wird nach unseren 
früheren Sätzen beschrieben durch den Pußpunkt P des 
Lotes vom jeweiligen Berührungspunkte M der Kurve 
mit r auf G (vgl. Fig. 150). Da die Normale der Bibau- 
courschen Kurve, gerechnet bis zur Direktrix, ^==^{n+l)^ 
ist, so wird MP = q = ^{n + 1) Äsinö. Sun ist nach 
Formel (20) von Nr. 130 für den Ort von P Ä=^+Qsinö. 
Da aber Ci= Ä , so ergibt sich nach dem vorigen 



^ = |(n + 3)Äsinö = 



n+ 3 
n + 1 



Dadurch ist wieder eine andere Eibaucoursche Kurve mit f 
als Direktrix definiert, deren Index n' sich aus der Gld- 
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chung (n + 3) : (n + 1) = 2 : (n' + 1) bestimmt. Also ist 
n^ = {n — l)/(n + 3) . Wir können demnach sagen: RolÜ 
eine BibtwuxHirsche Kurve vom Index n auf einer Geraden f , 
80 umhÜlU ihre Direktrix Q eine Ribaucoursche Kurve vom 
Index (n — l)/(n + 3) mit F als DireMrix. Die Indizes n, w', 
die zu bekannten Kurven führen, entsprechen sich folgender- 
maßen 



n 1 


-2 





-3 


«' 


-3 


-i 


oo 



D. b.: Eollt ein Ereis auf einer Geraden f, so umhüllt 
jeder Durcbmesser eine Zykloide (Nr. 147). BolU eine Parabel 
auf r j 80 umhüUt ihre Direktrix eine Kettenlinie mit F als 
LetUinie. BoJÜ eine Zykloide auf f , so umhüllt ihre Direk- 
trix eine schiefe Astroide mit zwei Spitzpunkten, die auf f 
liegen. BoUt eine Kettenlinie auf einer Geraden F , so geht 
ihre Direktrix durch einen festen Punkt; denn der Punkt 
allein kann offenbar der Bedingung ^ = genügen. 

217. Die Sinusspiralen und Eibaucourschen Kurven 
sind Glieder ein und derselben großen Kurvenfamilie, die 
man »Oesärosche Kurven« heißt. E. CesIroi«^) hat 
sie durch die Bedinguhg definiert, daß der Krümmungs- 
radius 9 proportional sei demjenigen vom Kurvenpunkte P 
aus gerechneten Iformalenabscbnitt ^, der durch die Po- 
lare TT von P in bezug auf einen festen Kreis K um 
abgeschnitten wird (Fig. 151). Die Proportionalität sei 
durch die Gleichung ausgedrückt 

(57) i?r=(n -fl)«. 

Jeder rationale oder irrationale Wert von n bestimmt dann 
eine Klasse von Oesäxoschen Kurven, die, wie wir sehen 
werden, immer noch oo« Kurvenindividuen enthält. 

Wird der Eadius r des »Direktrixkreises« zu Null, 
reduziert sich also dieser auf seinen Mittelpunkt 0, so 
haben wir offenbar die Sinusspiralen. Wird aber r un- 
endlich groß, so rückt einer der auf PO befindlichen 
Punkte A , A' von K , z. B. A' ins Unendliche. Ist Q 
der Schnittpunkt von TT mit PO^ so muß, da (PAQAT^ 

»•*) Nouv. Ann. (3) 7, 1888, 171—190; (3) 9, 1890, 143—157; 
(3) 13, 1894, 10^—106. Benennung nach E. Wölffin&. 
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ein haxmonisches Quadrupel ist, schließlich PA = AQ 
werden. Wir erhalten offenbar die Eibaucourschen Kurven. 
Da wir aber oben die iN'ormale nicht bis zu TT, sondern 
nur bis zur Direktrix selbst, die hier durch A parallel zu TT 
läuft, rechneten, setzten wir, um die Indizes in Über- 
einstimmung zu bringen, ^= ^(n + 1) Ä . 

Bevor wir andere Kurvenarten als Cesärosche Kurven 
agnoszieren können, müssen wir deren allgemeine Gleichung 
aufstellen. Es seien in bezug auf das Koordinatensystem 
von Tangente und !N"ormale in P x, y die rechtwinkligen, 




Q, 6 die Polarkoordinaten von O. Ist dann t die Länge 
der Tangente von P an K , r der Eadius von K , so hat man 

ti=.Qi-.r^ = Q.pQ=.Q ^sinö , 
also 

(58) Q^-r^ = {n + l)^y. 

Differenziert man diese Gleichung, wo q^ = x^ + y* zu 
setzen, ist, nach s , so ergibt sich unter Berücksichtigung 
der Bedingungen der Unbeweglichkeit (Nr. 123) 

(59) (n + l)y d« = (n - l)xd8 . 

Hieraus hat man für die natürliche Gleichung zunächst 

den Ansatz' 

(59*) 



=^/f^«. 
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WO X und y noch durch Ä auszudrücken sind. Da nach 
der Unbeweglichkeitsbedingung für y xds = —^dy , kann 
man (59) auch schreiben 



(59t) 

• 


l + n d^ _ dy 
1 — n <R y ' 


Die Integration 


dieser Gleichung ergibt 


(60) 


l+n 



WO jLi eine Integrationskonstante bedeutet. Die Koordi- 
nate X kann man nun mittels (58) ausdrücken und es 
kommt, wenn man diese Werte in (59*) setzt 

l+n 

n + li fjL^^-^d^ 



(61) B = 



n— 1, 



l/ X ^l±r~ 

r /ti(n + 1)^1-« — iu«^ i-« + i 



Schafft man unter dem Integral den Faktor, der bei d^ 
steht, in die Wurzel des IJenners und setzt, zur Herstellung 

2n 

der Homogeneität, fx = C"-^ , wo c nun eine Strecke be- 
deutet, so kann man die natürliche Gleichung der Cesäxo- 
schen Kurven in der Form schreiben 



(61») r-^ + ;/ , '^^ 




Da zwei willkürliche Konstante r, c auftreten, gibt es tat- 
sächlich für jedes n <x>^ Kurven. 

218. Sehen wir nun zunächst, wie die Gleichungen 
der Sinusspiralen und Eibaucourschen Kurven aus dieser 
allgemeinen Gleichung hervorgehen. Für r=0 verschwindet 
das zweite Glied unter der Wurzel und es ergibt sich, 
wenn man nur die Konstante c etwas verändert, ohne 
weiteres die Gleichung der Sinusspiralen (Nr. 92). Wollen 
wir r = oo werden lassen, so müssen wir die Konstante c 

so wählen, daß der Koeffizient r^/c*-^ des zweiten 
Gliedes unter der Wurzel endlich bleibt, m. a. W. wir 

WiKLEiTifEB, Spezielle ebene Kurven. ^f^ 
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2« 

müssen r ins Unendliche wachsen lassen wie c^-^ . Die 
Größe c selbst wird dabei oo oder 0, je nachdem 2n/(n— ^1) 
positiv oder negativ ist; jedenfalls aber verschwindet das 
erste Glied unter der Wurzel des N^enners. Setzen wir 

r^jcn-i =& n-1 ^ so wird aus (61*) 
... d^ 

8 = 



n + 1 f d 



n+1 
W6)'«-l — 1 

was in der Tat mit (56*), der Gleichung der Eibaucour- 
schen Kurven identisch ist. _ _ 

Wenn wir in (59) ä^jäs = Ä/Ä setzen, wo Ä den 
Krümmungsradius der ^volute bedeutet, so erhalten wir 
yjx = (n — 1) Ä/(n + 1) Ä . Nennen wir ferner den Ab- 
schnitt auf der Geraden von Ä , der zwischen dem End- 
punkte von ^ und dem Eadiusvektor PO liegt, — A^^so 
ist aus der Fig. 151 zu ersehen, daß ylx = ^/{—X^) , 
Daher ist das Verhältnis X konstant und gleich (1 +n)l{l — n) , 
also nur von n abhängig. Wir können diese Eigenschaft 
folgendermaßen ausdrücken: Bei jeder CesäroscTien Kurve 
teilt der RaMusvektor des Poles zum KurvenpunTcte P 
den Krümmungsradius Ä der Evolute in Jconstantem Ver- 
hältnis, und zwar ist der Abschnitt vom EvolutenpunTcte aus 

gerechnet j-^— Ä . Es ist beachtenswert, daß diese Eigen- 
schaft auch als Definition der Cesäroschen Kurven dienen 
kann. Denn die. Integration der Bedingungsgleichung 
führt auf (58) mit r^ als willkürlicher Konstante zurück. 
219. Setzen wir nun hier n = 0, so haben wir Kurven, 
für die der Krümmungsmittelpunkt der Evolute immer 
auf dem Eadiusvektor von einem festen Punkte aus 
liegt. Das war aber eine Eigenschaft aller zykloidalen 
Kurven (im weitesten Sinne). Außerdem war bei diesen 
der Krümmungsradius der Kurve selbst im Punkte P durch 
die Polare in bezug auf den Grundkreis bestimmt. Hier 
erhalten wir nun aus (57) für n = ^ = ^. Also ist 
die Direktrix mit dem festen Kreise der zykloidalen Kurven 
identisch. Die Sätze über Zykloidalen ergeben sich so als 
Spezialisierungen der ganz allgemeinen über CesjkroBche 
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Kurven. Wir müßten nur noch zeigen, daß die natürliche 
Gleichung für n = wirklich in die der Zykloidalen 
übergeht. Das wollen wir aber dem Leser überlassen und 
bemerken nur, daß man hierzu Oleichung (61) benutzen 
muß,. weil in (61*) die Konstante so spezialisiert ist, daß 
sie für n = hinausfällt. 

Setzt man femer in (61*) n = — 2, so erhält man 
sofort die natürliche Gleichung eines allgemeinen Kegel- 
schnittes in der Form (24) der I^t. 126. Um di e Form (27) 
zu erhalten, ist es nur nötig c = fäh , r = ^a^ + h^ zu 
setzen. Daß der Pol in den Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes fällt, können wir aus dem Beispiel der gleich- 
seitigen Hyperbel, für die uns das bekannt ist, ersehen. 
Aus dem Werte von r ergibt sich so, daß für Kegelschnitte, 
wenn man sie als Cesärosche Kurven auffaßt, der orthop- 
tische Kreis, der bei der Parabel in die Direktrix übergeht, 
Leitlinie ist. Auf weitere hieraus für Kegelschnitte folgende 
Sätze gehen wir nicht ein. 

220. Wir erhalten eine Eeihe von Beziehungen zwischen 
Oesäroschen Kurven spezieller Art und anderen uns be- 
kannten Kurven, wenn wir zwei allgemeine Theoreme auf- 
stellen, die man J. Steiner und E. Habich verdankt. Es 
ist dazu nötig, die Fußpunktskurve F einer Kurve K in 
bezug auf einen Punkt P ihrer Ebene und die von P er- 
zeugte Eollkurve 0, wenn K auf einer Geraden G rollt, 
zusammen zu betrachten. Die Au&tellung der Fußpunkts- 
kurve in natürlichen Koordinaten müssen wir erst vor- 
nehmen. Es sei M der momentane Berührungspunkt der 
Tangente Q mit K , F der Fußpunkt des Lotes von P 
auf die Tangente (vgl. Fig. 152), so hat F in bezug auf 
das System der Tangente und Normale in M die Koordi- 
naten w = Q COS0 , ^ = . Also sind die Fortschreitungs- 
richtungen für F gegeben durch folgende Gleichungen (s. 
Nr. 123) 

(62) dxids = Q sin Ö/« , dylds = q cos ö/« . 

Dabei »Lud für P die Unbeweglichkeitsbedingungen zu be- 
achten. Es ist demnach dy/dx = ctgö, was nur die schon 
früher kinematisch abgeleitete Eigenschaft der Normale von F 
bestätigt (Nr. 66, Zus. 1). Ferner erhält man aus (62) durch 
Quadrieren und Addieren das Verhältnis x = ds jds = gj^ 

20* 
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des Bogenelementes von F zu dem von K . Für Ä' hat 
man die Gleichung (15) von Nr. 123 zu benutzen. Für ist 
zu beachten, daß dort i? den Neigungswinkel der Tangente 
der neuen Kurve gegen die der alten bedeutet. Dieser 
Winkel ist hier \7i — 6 . So erhält man 

also für die Fußpunktskurve F die Gleichungen 
(63) 8=l-^d8, -^=- 




Flg. 152. 



Für die Eollkurve hat man nach Fr. 127 die schon 
öfters verwendete Darstellung 

_ gsin^ 



(64) 



8 






Vergleicht man nun die beiden ersten Gleichungen in (63) 
und (64), so erhält man den Steinerschen Satz^^^): Be- 
8chreibt der Punkt P in der Ebene der Kurve K , wenn 
diese auf einer Geraden G rol% eine Kurve $ , so ist jeder 
Bogen von * gleich dem entsprechenden Bogen der Fuß- 
punTctsTcurve F von K in bezug auf P. • 

221. So ist jeder Bogen einer Trochoide, der einem 
einmaligen Abrollen des erzeugenden Kreises entspricht, 
gleich der Gesamtlänge einer Pascalschen Schnecke, ins- 



'^') J. f. Math. 21, 1840, 101. 
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besondere ein Bogen der Zykloide gleich der Länge der 
entsprechenden Kardioide (8r). In ähnlicher Weise ist die 
Länge eines Bogens derselben Art einer Delaunayschen 
Kurve gleich der Peripherie des über der Hauptachse der 
beschreibenden EUipse oder Hyperbel als Durchmesser er- 
richteten Kreises; die Rektifikation der Kettenlinie redu- 
ziert sich auf die einer Geraden. Zu jeder Eosenhurve 
"kann man femer eine Ellipse angeben, deren Umfang der 
OesanMänge der Rosenhurve gleich ist. Daß die Eekti- 
fikation der logarithmischen Spirale sich gleichfalls auf 
die einer Geraden reduziert, wissen wir schon. Weitere 
solche Beispiele zu bilden, können wir dem Leser über- 
lassen. Als allgemeineren Satz wollen wir nur gemäß dem 
Bonnetschen Theorem ^^^j ^och den folgenden aufstellen: 
Die BehtifiTcation einer Ribaucourschen Kurve vom Index n ist 
mit der einer Sinusspirale vom Index v = ^{n + l) identisch. 

Znsatz. Die Rektifikation der Sinusspiralen zwischen gewissen 
Grenzen hftngt von bestimmten Integralen ab, die sich durch Euler- 
sche Integrale zweiter Gattung ausdrücken lassen. Schreiben wir 
die Gleichimg der Sinusspirale in der Form g = acos^l^nO, so wird 

8 = a (coanffj » dO — — (cosd) n d^ . 

Nun sind die Eulerschen Integrale I. und n. Gattung (Beta- und 
Gammafünktionen) definiert durch die Gleichungen 

1 oo 

B{p,q)=lxP-^{l—x)9'^dx, r(p) =fe-'xP'^dx 

ö 

mit der sie verknüpfenden Beziehung 

Bip,q)=^rip)r(q)ir{p + q). 

Setzt man in dieser Relation a; = sin*i?, p = ^fif g = ^v, so 
ergibt sich die Formel 

Für die Werte fi = 1, r = 1/n entsteht aus der linken Seite das 
Bogenintegral. Es wird 



/ 



(cos*)^-^d* = ^^MA^/2'') 



,. 2 r(lj2n + i) 



310 IV. Abschnitt. Rouletten; insbea. zyklische Kurven. 221,222. 

Nun ist bekanntlich ^(^) = Yjt und da nach der Gaußschen Pro- 
duktformel r- 

r(a)r(a + i) = 21- 2a v;i.r(2a), 

so wird; wenn man diese auf den Nenner anwendet, der Bogen 8 
zwischen den Grenzen und 7r/2n 

^^ 1-2 jr-(l/2n) 
* "" n ^ min) ' 

Die ganze Kurve besteht aber, wenn sie geschlossen ist, aus 2n 
solchen kongruenten Stücken. Wir erhalten so fOr den Umfang 
des Kreises vom Durchmesser a(n = 1) t* = ar^(^) [FO) = 1], 
woraus man die Bestätigung entnehmen kann, daß FH) =V^ ist; 
ebenso für den Umfang der Lemniskate (n = 2) t* = ar*(\)l^2n *••). 

Für die Fläche der Sinusspiralen möge der Leser selbst die 
entsprechende Formel mit denselben Mitteln aufstellend*^. Nur 
die gewöhnliche Beduktionsformel r(a + 1) = a r{a) muß noch 
verwendet werden. 

222. Wir kehren zu unseren Gleichungen (63) und (64) 
zurück, um die Werte von 1/Ä' und 1/Ä'' zu subtrahieren. 
Es kommt i/«' _ i/«'' = i/^ . 

Dies ist aber die Gleichung, welche den Durchmesser 
C2_(= q) des Wende- oder Bückkehrkreises bestimmt, wenn 
die durch Ä' und ^'' charakterisierten Kurven F und 
aufeinander rollen. ^'^ muä nur gemäß den Festsetzungen 
der 'Nt. 127 mit entgegengesetztem Zeichen genommen 
werden. D. h. die Kurven rollen so aufeinander, daß 
beide Krümmungsradien nach derselben Eichtung gehen. 
Nun hat aber der Pol P in bezug auf das Koordinaten- 
system der Tangente und Normale der Fußpunktskurve 
in F die Polarkoordinaten ^ = ^sinö, (b=-6, so daß P 
immer auf dem Wendekreis liegt. Daher heschreibt der 
Pol P der FußpunJctsTcurve F einer Kurve K , wenn F 
auf derjenigen Kyroe abroUt, die von P beim Rollen von 
K auf einer Geraden Q erzeugt wird, die feste Gerade Q i^®). 
Denn da P auf dem Inflexionskreis bleibt, muß P eine 
Gerade durchlaufen nach Nr. 132; daß aber diese mit G 
identisch ist, folgt daraus, daß der Abstand der Geraden G 
von P immer gerade gleich ^sinö = ^ ist. Die Kurven 

^««) Vgl. J. A. Sbbrbt, Joum. de math. (1) 7, 1842, 114—119. 
"^ Vgl. G. LoBiA, Stzgbb. böhm. Ges. Prag 1897. 
^««) E. Habioh, Mathesis 2, 1882, 145-148. 
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müssen natärlich so rollen, daß sie sich in jedem Augen- 
blick in entsprechenden Punkten berühren. Aus der Um- 
kehrung der Bewegung, oder indem man den Eückkehr- 
kreis direkt betrachtet, folgt dann sofort: BoUt auf F 
dbj 80 dreht sich die Gerade Q immer um den in der Ebene 
von F festen Punkt P. 

Aus diesen allgemeinen Sätzen folgt eine ganze Beihe 
von einzelnen Theoremen, die der Verfasser, wenigstens 
soweit sie sich auf die direkte Bewegung beziehen, zu- 
sammengestellt hat^^^). Wir wollen die hauptsächlichsten 
derselben hier anführen. Zunächst können wir mittels 
des Bonnetschen Satzes (Nr. 214) den folgenden immer 
noch ziemlich umfassenden aussprechen: BoUt eine Sinus- 
Spirale vom Index n auf einer RibaueourscJten Kurve vom 
Index 2 n — 1 , so beschreibt ihr Pol die Direktrix der 
letzteren; roUt die Ribaucoursche Kurve auf der Sinu^spiräle, 
so dreht sich ihre Direktrix um den Pol der letzteren. Da- 
bei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß die beiden rol- 
lenden Kurven auch die dem Habichschen Satze ent- 
sprechende Größenbeziehung haben. I^ur so sind auch 
die folgenden spezielleren Theoreme gültig. 

223. Bollt eine Pascalsche Schnecke auf einer Tro- 
choide, so beschreibt ihr Doppelpunkt die Direktrix der 
letzteren; diese Direktrix dreht sich um den Doppelpunkt 
der Pascalschen Schnecke, wenn die Trochoide auf der 
Schnecke rollt. Soll ein Punkt in der Ebene eines Kreises 
eine Gtorade beschreiben, so muß der Kreis auf einer 
Delaunayschen Kurve rollen; artet der Kreis in eine Ge- 
rade aus, so wird die Delaunaysche Kurve zur Ketten- 
linie. Rollt eine Rosenkurve (Psendorhodonee) auf einer 
geeigneten Ellipse (Hyperbel), so beschreibt ihr Knoten 
eine Achse des Kegelschnitts; diese Achse dreht sich um 
den Knoten bei der umgekehrten Bewegung. Wird die 
Rosenkurve zur Archimedischen Spirale, so artet der Kegel- 
schnitt in eine Parabel aus; die logarithmische Spirale 
muß auf einer Geraden rollen, damit ihr Pol eine Gerade 
beschreibe. Beim Abrollen zweier kongruenten Parabeln 
beschreibt der Brennpunkt der einen die Direktrix der 
anderen, die Direktrix der einen dreht sich um den Brenn- 



"») Arch. Math. Phys. (3) 11, 1907, 307-314. 
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punkt der anderen (die vermittelnde Kurve K ist hier 
eine Tschirnhausensche Kubik). Eollt eine Galileische 
Spirale auf einer Tschirnhausenschen Kubik, so beschreibt 
ihr Pol diejenige Gerade, die im Pol der letzteren auf 
deren Symmetrieachse senkrecht steht, und diese Gerade 
dreht sich beim umgekehrten Eollen um den Pol der 
Galileischen Spirale (vermittelnde Kurve K ist hier eine 
Sturmsche Spirale, vgl. Nr. 194). 

Zusatz. Rollt nicht auf F ab, sondern auf einer beliebigen an- 
deren Kurve A, so hüllt G eine bestimmte Kurve H ein (vgl. Fig. 153). 
Der momentane Berührungspunkt M' auf G ist der Fußpunkt des 
Lotes von dem Berührungspunkt R zwischen und A . Dieser 




fällt also immer, wenn wir statt auf A die Kurve F rollen 
lassen, mit dem in der Ebene von F fest gedachten Punkte P der 
Fig. 152 zusammen. Daher üt die Enveloppe von G, wenn O a«/*A 
roUt, mit dem Orte von F, wenn F auf A rollt, identisch. Hieraus 
folgt zunächst die Bestätigung einer Keihe von Sätzen, die wir 
für Sinusspiralen und Kibaucoursche Kurven schon aufgestellt 
haben. Neu ist aber z. B. folgendes Theorem: Rollt eine Detau- 
naysche Kurve auf einem beliebigen Kreis (einer Geraden), so hüUt 
ihre Direktrix verschlungene oder gestreckte Epitrochoiden (Trochoiden) 
ein. Wird der Kreis gerade gleich dem Scheitelkreis des erzeu- 
genden Kegelschnittes, so reduzieren sie sich auf einen Punkt. 
Unter denselben Verhältnissen hiült die Direktrix der Kettenlinie eine 
verschltmgene oder gestreckte Kreisevolvente ein; wenn der Abstand 
des Scheitels der Kettenlinie gerade mit dem Kadius des Kreises 
übereinstimmt, eine Archimedische Spirale ^^°). 

"°) E. Habioh, a. a. O. u. Mathesis 6, 1886, 103—106. 



V. ABSCHNITT. 
DIE METHODE DER KOORDINATENVERWANDLÜNG. 

§ 27. Übergang von rechtwinkligen zu natürlichen und Polar- 
koordinaten. 

224. Die Methode der Koordinatenverwandlung als 
Hil&mittel, um aus bekannten Kurven neue zu erhalten, 
ist uns nicht ganz fremd. Wir machten schon die Beob- 
achtung, daß jeder Kurve /(«, Ä) = eine Kurve /(a?, y) = 0, 
die sogenannte Mannheimsche Kurve, entsprach als Ort 
des Krümmungsmittelpunktes des jeweiligen Berührungs- 
punktes, wenn die erstere Kurve auf einer Geraden rollt. 
Sehen wir alle unsere in natürlicher Gleichung gegebenen 
Kurven durch, so bemerken wir, daß diese zum Teil be- 
kannte (wie die Kettenlinien), zum Teil komplizierte (wie 
die Delaunayschen und Cesäroschen Kurven), uns nicht 
weiter interessierende Mannheimsche Kurven liefern. Wir 
werden aber auf einige beachtenswerte neue Kurven 
kommen, wenn wir einfache kartesische Gleichungen zu 
natürlichen Koordinaten transformieren, indem wir x = s , 
y = ^ setzen, also die Frage stellen: Welche OrundJcurve K 
geMrt zu einer Kurve K' mit der Gleichung /(a?, y) = 0, 
wenn man diese als Mannheimsche Kurve von K be- 
trachtet f 

Halten wir zunächst unter den' Normalformen der 
Kegelschnittsgleichung Umschau, so sehen wir, daß uns 
nur noch die auf die Asymptoten bezogene Gleichung der 
gleichseitigen Hyperbel noch nicht vorkam. 

Ihr entspricht eine Grundkurve, die in natürlichen 
Koordinaten dargestellt wird durch 
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Da sich für den Tangentenwinkel ergibt r = |5«/^=*«2^2a^ 
kann man (1) dnrch die beiden Gleichungen ersetzen 



(1*) 



« = a/y2T, "s = ai2x 



In rechtwinkligen Koordinaten ergibt sich hieraus sofort 
die Darstellung 



(1+) 



T T 

a /"cosTj a fBintj 



Die hier, auftretenden Integrale sind unter dem Kamen 
der Fresnelschen Integrale bekannt und spielen in der 
Theorie der Brechung des Lichtes eine Eolle^''^), Von 

demselben Gesichts- 
punkte aus wurde die 
durch (It) dargestellte 
Kurve von dem Phy- 
siker A. CoRNU (1874) 
aufgestellt und stu- 
diert. Erst B. CesIro 
wies nach, daß bei 
dieser Kurve die Eiüm- 
mung dem Bogen pro- 
portional, daß sie also 
mit der durch (1) dar- 
gestellten identisch ist. 
Er nannte sie »Klo- 
thoide« {xXdy&cOf ich 
spinne). Was ihre Qe- 
stalt betrifft, so hat sie im Anfangspunkt (t = 0, « = 0), 
gegen den sie symmetrisch ist, einen Wendepunkt. Der 
Krümmungsradius nimmt rasch ab, wird aber erst für 
8 = oo (r = oo) zu NuU. Daher hat die Kurve zwei 
asymptotische Punkte, deren Koordinaten d?oy yo durch 
(It) gegeben sind, wenn man dort die obere Grenze der 




Fig. 154. 



^^^) Bei FrbsnbL; Oeuvres complites, t. I, S. 319> sowie in 
Yebdbts Legona d'optique physiquej 1. 1; S. 328 findet sich Nähexjes 
über diese Integrale. 
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Integrale nnendlich groß werden läßt (Fig. 154). Dann 
sind aber die Integrale auswertbar. Es ist nämlich 



woraus man, wenn man links und rechts quadriert und 
dann Beelles und Imaginäres einzeln I^ull setzt, 

^o = yo = i«y^ 

erhält. 

225. E. GesIro hat eine sehr merkwürdige Eigen- 
schaft der Klothoide, die zudem für sie charakteristisch 
ist, angegeben"*). Es ist eine Eigenschaft der Bogen- 
schwerpunkte. Sind die Schwerpunktskoordinaten i, rj, 
so hat man für einen vom Wendepunkt aus gemessenen 
Bogen Yon der Länge s 

8 8 

8 f =jx ds ^ STj =fy ds , 



also mit Hilf e von (1*) und (It) 

(2) (^^f^f^d<p, n = -^l^f^d<p. 



Integrieren wir in dem Ausdruck für S partiell, indem 
wir beachten, daß dT/2 /r = difr) und daß der nach der 
oberen Grenze genommene Differentialquotient eines be- 
stimmten Integrals gleich dem Integranden ist (wo (p 
durch T ersetzt werden muß), so erhält man 

T T 



also, wenn man dasselbe Verfahren auch auf den Ausdruck 
für iy anwendet, schließlich 

(2*) •f = a?— «sinr, ?y = y — Ä(l - cost) . 

"«) Nouv. Ann. (3) 5, 1886, 511—520. — Die Parallelkurve 
der Klothoide hat der Yerlasser diskutiert im Arch. Math. Phys. 11, 
1907, 373/5. 
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Fig. 166. 



Die geometrische Interpretation dieses Eesnltates sagt ans, 
daß der Schwerpunkt (|, rj) sich auf dem Krümmnngs- 

kreis des Bogenendpunk- 
tes, und zwar im tiefsten 
Punkte desselben be- ' 
findet. 

Betrachten wir nun 
zwei von aus gemessene 
Bogen OPi = «1 und 

OP2 = «2 (*2 > *i) ^i* 
den Schwerpunkten 8^ . 
und 82 (Fig. 155), so liegt 
der Schwerpunkt 8 des Bo- 
gensPjPg auf Ä1Ä2 so, daß 
882 : 8281 = 81 :(«2 —»1) 
oder 881 : 882 = »2 • *i • 
Aus der Gleichung der Klothoide folgt aber 

«2 : «1 = *i : ^2 = C'iÄj : 02^2 • 

Also ist der 8chwerpunkt 8 eines beliebigen Klothoidenbogens 
der äußere ÄhnlichJceitspunTct der beiden Kriimmungslcreise 
in den EndpunTcten des Bogens. 

Zu8at2. Es sei angemerkt, daß die Klothoide schon von 
A. Pbtbbs und K. 0. F. Kbaüsb (1835) in der Gleichungsform 
5« = 2 a' T betrachtet wurde. Wir überlassen es dem Leser, die 
einfachsten Gleichungen in 8, t und ^, t zu untersuchen. Die 
meisten derselben führen auf schon Vehandelte Kurven; so stellt 
8 = at den Kreis, ^ = ar die gewöhnliche Blreisevolvente dar. 
Durch «T = a wird, wie wir schon gesehen haben, die Antiloga 
von Kbausb, durch ^z = a ihre Evolvente dargestellt. Über- 
haupt ist die Kurve f{8, r) = die Evolute der Kurve /(Ä, t) = 0. 
Näheres über die Gleichung /(^, t) = in Nr. 257 ff. 

226. Ein weiteres Beispiel der soeben angewendeten 
Koordinatentransformation sei die Kurve, deren Mann- 
heimsche Kurve die gewöhnliche Kettenlinie y = p ch{xlp) 
ist, d. i. die Kurve mit der natürlichen Gleichung 



(3) 



Ä = p ch(«/p) = ipi^lP + e-'lP) 



Wir woUen gleich sagen, daß auch diese Linie in der 
Mechanik eine EoUe spielt. Sie ist die Gleichgewichtsfigur 
für einen Faden, der an zwei Punkten aufgehängt ist, 
dessen Dicke aber so variiert, daß er an jeder Stelle der- 
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selben Spannung unterworfen ist. Sie heißt daher »Ketten- 
linie gleichen Widerstandes«. Für den Tangenten- 
winkel ergibt die bekannte Formel 

• (4) T = 2arctge'/P — i^r, 
woraus 

(4*) 8 = pl0gtg{ir + in). 

Durch Einsetzen in (3) erhält man ferner 
(4t) « = ip[tg(ir + i7r) + ctg(iT + i^)] 
oder schließlich 
(5) Ä cosT = p . 

Diese Gleichung drückt eine Eigenschaft unserer Kurve 
aus, die auch zu ihrer geometrischen Definition dienen 
kann. Sie lautet: Bei der Kettenlinie gleichen Wider- 
stcmdes ist die ProjeTction des Krümmungsradius auf eine 
feste Gerade konstant. Diese feste Gerade ist senkrecht 
zur Tangente im Anfangspunkte. 




Fig. 166. 



Dort hat der Krümmungsradius ein Minimum p , 
wächst mit s und t , bis er für t = ^ tt (» = oo) unendlich 
groß wird. Gegen die Normale des Anfangspunktes ist 
die Kurve symmetrisch. ^, s und x wachsen wie bei 
der Kettenlinie. Doch ist ein großer Unterschied. Denn 
der Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten ergibt 



(6) 



= —2? log COST , 



X = px j 

so daß also x für x ^ \n nicht unendlich wird. Die 
Kurve hat demnach die Parallelen in den Abständen 
+\pn von der y- Achse zu Asymptoten (vgl. Fig. 156). 
Dieser eine Zug muß aber, da mit weiter wachsendem x 
die Ordinate wieder die alten Werte annimmt, sich un- 
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endlich oft wiederholen, so daß die Kurve alle Parallelen 
zur y- Achse in den Abständen +^(2v + l)jt zu Asym- 
ptoten hat. All dies könnte auch direkt aus der karte- 
sischen Gleichung 

(6*) y = —V log cos (xjp) 

gefolgert werden. 

227. Wir hätten noch eine ganze Familie von Kurven, 
die auf die zweimal angewendete Weise aus ihren Mann- 
heimschen Kurven abzuleiten wären. Wir meinen die 
Kurven mit der natürlichen Gleichung Ä==a^ -**«**, wo n 
eine beliebige Zahl sein mag. Die Mannheimschen Kurven 
dieser Familie haben die kartesische Gleichung y = a^"**a^ 
und heißen konsequenterweise »höhere Parabeln und 
Hyperbeln« oder kurz »binomische Kurven«. Aber 
wir haben auch letztere selbst noch zu untersuchen. Nun 
kann man aber diese binomischen Kurven aus einer an- 
deren Familie, die wir schon, wenigstens in ihren Haupt- 
vertretern, besprochen haben, den binomischen Spiralen 
Q = aO^ durch eine ganz ähnliche Transformation ableiten, 
indem man nämlich nur die Polarkoordinaten mit recht- 
winkligen vertauscht, also ^twa q = y , 6 = x/r setzt, wo- 
bei r gleich der Maßeinheit genommen werden kann^''^). 
Auch dieser Transformation, die wie die vorige zunächst 
rein analytischer I^atur ist, kann ein geometrisches Büd 
untergelegt werden. Wir betrachten sie aber besser von 
rückwärts ujid setzen 

(7) x = rO j y = Q . 

So betrachtet, ist die Transformation eine Abbildung der 
(Xj y)-Ebene auf die {q, Ö)-Eb(ene, wo die Parallelen zur 
y- bzw. a?- Achse übergehen in die Geraden durch den Pol, 
bzw. die konzentrischen Kreise um denselben. Dabei 
bleiben die Längen in der Eichtung der y- Achse erhalten, 
während die Längen in der Eichtung der d?- Achse desto 
mehr verkleinert (vergrößert) werden, je näher (ferner) 
der Punkt der a?- Achse selbst, die sich auf den Pol re- 
duziert, ist. Dazwischen ist offenbar eine Parallele y = 'iy , 
auf welcher die Längen gleichfalls erhalten bleiben. Dem 

"') Diese Transformation wurde schon von YAHiexoN, Möm. 
Ac. Paris 1704, Paris 1722, ausführlich betrachtet. 
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Punkte (17 , f ) entspricht nun der Punkt (^ = iy , ö = f /r) . 
Der vom Punkte 6 = aus gemessene Kreisbogen hat 
die Länge rj^lty die nur dann mit f identisch ist, wenn 
iy = f wird. Man kann also die Transformation (7) so 
auffassen, daß man die Parallele y = r der {xj y)- Ebene 
auf den Kreis Q = r aufwickelt, also gleichsam die Peri- 
pherie dieses Kreises als Abszissenachse ^^^) benutzt, in- 
dem man dabei die Ordinaten senkrecht zur Peripherie 
aufträgt, ohne sie in der Länge zu verändern. Hat dann 
die Kurve der {x , y)-Ebene eine Parallele zur o;- Achse als 
Asymptote, so besitzt die Bildkurve einen asymptotischen 
Kreis, im Falle der d?- Achse selbst einen asymptotischen 
Punkt. 

228. Da femer eine beliebige Gerade (kx + ßy + y = 
in eine Archimedische Spirale ocrO + ßQ + y = übergeht, 
so wird eine beliebige Asymptote 
der Grundkurve, die keine Achsen- 
parallele ist, in eine asymptotische 
Archimedische Spirale übergehen. 
Entsprechend sahen wir schon bei 
den Pseudozykloidalen, daß sie loga- 
rithmische Spiralen als Asymptoten 
haben, daa« + /?Ä + y = immer 
dne logarithmische Spirale darstellt, 
sofern nur ä ^ und ß =^0 ist, Fig. 157. 

was wir auch hier annehmen müssen. 
Gerade, Archimedische und logarithmische Spirale ent- 
sprechen sich also in den drei Koordinatensystemen der 
(^9 y)i (Qj ^) ^i^d (^ 9 *) • Ebenso sind die gleichseitige 
Hyperbel xy = a^ ^ die hyperbolische Spirale q = a 
und die Klothoide ^» = a* in derselben Weise verwandt, 
ferner die Exponentialkurve y = a^l^j die logarithmische 
Spirale q = ae^ und die Evolvente der Antiloga Ä = a e*/*, 
auch die Kettenlinie, die Summenspirale und die Ketten- 
linie gleichen Widerstandes, um nur bekannte Kurven an- 
zuführen. 

Von diesem Gedanken ausgehend, wollen wir also auch 
den Familien in rechtwinkligen und natürlichen Koordi- 

^^^) Der Gedanke einer beliebigen Kurve als Abszissenachse 
ist durchgeführt z. B. bei M. PbtboyioH; Stzgsb. böhm. Ges. Prag 
18d8. 
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naten näher treten, die den binomischen Spiralen q = aO^ 
entsprechen. Da uns aber dies einige Zeit in Anspruch 
nehmen wird, möchten wir zuvor noch die Frage zu be- 
antworten suchen, ob auch für den Übergang von Polar- 
koordinaten zu natürlichen Koordinaten, oder umgekehrt, 
eine geometrische Unterlage geschaffen werden kann. 

229, Zu diesem Zwecke werden wir die Kurve /(Ä, «) =0 
auf einem Kreise vom Eadius r statt auf einer Geraden 
roUen lassen und ebenso wie dort den Ort des Bjümmungs- 
mittelpunktes G für den jeweiligen Berührungspunkt suchen. 
Legen wir durch den Anfangspunkt (» = 0) eine Polarachse 
und nehmen den Mittelpunkt des Kreises als Pol, so 
ist dieser Ort in Polarkoordinaten gegeben, wenn wir in 
/(«, «) = die Substitution 

(8) qt=.Q — r, 8 = re 

vornehmen. Wir erhalten also die Kurve /{q — Tj r0) = O 
als »verallgemeinerte Mannheimsche Kurve« ^'^j der 
abrollenden Kurve. Ihre Konchoide vom Pol aus mit dem 
Zwischenstück r ist erst diejenige mit der Gleichung 
ÄQ 7 tO) = . Lassen wir also Kurven mit möglichst ein- 
facher natürlicher Gleichung auf dem Kreise rollen, so 
entsprechen ihnen als verallgemeinerte Mannheimsche 
Kurven nicht die einfachsten Formen in Polarkoordinaten, 
sondern deren Koncholden. Wül man die in Polarkoordi- 
naten einfachsten Kurven selbst erhalten, so ist es nötig, 
auf dem Kreise vom Eadius r Kurven mit der Gleichungs- 
form /(Ä + r ^ s) = roUen zu lassen, die wir »natürliche 
Konchoiden« der Kurven /(Ä , ») = nennen wollen. 

Die Anwendung dieser Begriffe auf unsere bekannten 
Kurven verleiht einigen Konchoiden erhöhtes Interesse. 
Wir erhalten sogleich den Satz: RolU eine logarithmische 
Spirale auf einem Kreise, so beschreibt das jeweilige Krüm- 
mungszentrum des BerührungspunTctes eine Archimedische 
Spirale; in der Tat ist jede Konchoide der letzteren mit 
ihr selbst kongruent, wie auch alle natürlichen Koncho- 

^") So wurde sie vom Verfasser genannt. S. die Abhdlg. 
„ Über eine Verallgemeinerung des Begriffes der Mannheimachen Kurve** 
in Math.-nat. Mitt. Württemberg (2) 9, 1907, 1—9. Gleichzeitig be- 
faßte sich; unabhängig davon, mit demselben Ort P. Ebkst, Mtsh. 
Math. Phys. 18, 1907, 315/6. 
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iden der ersteren mit der xursprünglichen Spirale kongruent 
sind. Bas Abrollen der Klothoide führt zur Konchoide 
der hyperbolischen Spü^e als verallgemein^ter Mann- 
heimscher Kurve, die Kreisevolvente ^ = '}/2a8 ergibt die 
parabolische Spirale Q=^2ard + r (eine Konchoide der 
Fermatschen Spirale), die Antiloga 4i = s^/a eine Oalile- 
ische Spirale q = r^ O^/a + r . Die spezielle Galüeische 
Spirale ^ = r* ö*/a ergibt sich als verallgemeinerte Mann- 
heimsche Kurve, wenn man die natürlichen Konchoiden 
der Antiloga, das sind die Kettenlinien, insbesondere die 
gewöhnliche Kettenlinie und die Pseudokatenarien auf dem 
Kreise rollen läßt. Die Kurven müssen nur eventuell mit 
der konkaven Seite gegen den Kreismittelpunkt gewendet 
abrollen. Läßt man die Evolvente der Antiloga ^ = ae^l^ 
auf dem Kreise rollen,' so er- 
hält man als verallgemeinerte 
Mannheimsche Kurve die sog. 
»Konchospirale« Q = ae^'^l^ + rj 
die Konchoide der logarithmi- 
schen Spirale. 

230. Fragt man schließ- 
lich nach Kurven, deren ver- 
allgemeinerte Mannheimsche 
Kurven bekannte Konchoiden 
seien, so werden vor allem die 
iateressieren, welche der Kon- 
choide des Nikomedes und der 
Pascalschen Schnecke entspre- 
chen. Die beiden Polarglei- 
chungen lauten q = a/cosö + r 

und ^ = acosd + f . Es handelt sich also um die beiden 
Kurven, die in gewissem Sinne zueinander reziprok sind 




ng. 168. 



(9) 



Ä = a/cos(«/r) , 
Ä = acos(«/r) . 



Indem wir ihre Diskussion dem Leser überlassen, bemerken 
wir nur, daß die erstere je nach dem Verhältnis rjd ver- 
schiedene Formen annimmt, deren einige in Fig. 158 ge- 
geben sind, während die andere etwa die Gestalt von 

WuLimmt, Spezielle ebene Kuryen. ^V 
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Fig. 159 hat i*'^). Die Mannheim sehe Kurve der letzteren ^"^"^ 
ist die Sinuslinie. 




Flg. 169. 



Zusätze. 1. Es ist nicht ohne Interesse^ auch den Ort des 
Auges der logarithmischen Spirale zu verfolgen, wenn diese auf 
einem Kreise rollt. Es beginne die Rollbewegung mit dem Pol 
in Ä (Oä = r) und erfolge, wenn die Spirale mit der konkaven 

Seite abroUt, im Sinne des Uhr- 
zeigers (Fig. 160). Ist nun die 
Spirale bis zum Berührungs- 
punkt B fortgeschritten, so 
möge ihr Auge in P, der zu 
B gehörige Krümmungsmittel- 
^ punkt in C liegen. Schneidet 
man CP mit der Tangente von 
JB in A^, so ist BA'-^ arcBA, 
gleich dem abgerollten Bogen 
der Spirale. Also ist 

BCIBA'=Bl8==x, 

d. i. konstant. Die Gerade A^C 
ist demnach gegen die Normale 
A'B der von A^ beschriebenen 
Kreisevolvente unter dem kon- 
stanten Winkel a = arctgp« ge- 
neigt und hüllt folglich eine 
Evolutoide (Nr. 125, Beisp. 2) der Kreisevolvente, d. i. wieder eine 
Kreisevolvente ein. Nun ist aber P der momentane Berührungs« 




Hg. 160. 



^^^ Über die bestimmten Integrale, auf die die Bestimmung 
der Wendepunkte der ersten, sowie der asymptotischen Punkte 
der zweiten führt, siehe die Bemerkungen von Leboh und Kaptbyn 
im Int. math. 14, 1907, 155/60. 

"') Diese Kurve tritt auf als Bahnkurve des Berührungs- 
punktes einer Kugel mit einer Ebene, wenn die drei Trägheits- 
momente der Kugel verschieden sind, ihr Schwerpunkt aber im 
Mittelpunkt liegt und noch eine besondere Bedingung erfüllt ist. 
Vgl. E. Stüblkb, Habil.-Schrift Stuttgart 1906, 36/39. 
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punkt von A'C mit der Enveloppe. Also beschreibt der Pol P eine 
gewöhnliche Kreisevolvente. Die Rechnung ergibt für ihren zu- 
gehörigen Kreisradius r = rsina; ihr Grundkreis hat natürlich 
denselben Mittelpimkt 0, ihre Anfangsrichtung ist gegen OA 
um den Winkel x = — (« + ctg« — ^Tt) gedreht"®). 

2. Dem Übergang von kartesischen zu Polarkoordinaten 
kann auch eine räumliche Grundlage gegeben werden. Es sei in 
der {x, y)- Ebene eine Kurve q ««/(ö) gegeben. "Wir erteilen 
jedem Punkte dieser Kurve dieselbe Schraubenbewegung um die 
ier-Achse. Dann wird eine Schraubenfläche allgemeiner Art ent- 
stehen^ deren »Normalschnitt« unsere- Kurve ist. Den »Meridian- 
schnitt«, durch dessen Schraubimg die Fläche ebenfalls erzeugt 
werden kann, erhalten wir, indem wir für jeden Punkt der Grund- 
kurve die Schraubung bis zu einer Ebene fortsetzen, die mit der 
{x, 2r)- Ebene den Winkel tp einschließt. Der Punkt mit den 
Koordinaten q, geht hierbei in den Punkt aj = ecosv^, y = Qsm.y)f 
z = —r{y; — 0) über, wo r durch die Ganghöhe ausgedrückt 
werden kann. In der {x , z)-Ehene (tp = 0) hat man also für den 
Meridianschnitt die Gleichungen x = q , z=^rd, die wegen q =f(0) 
in X = /(zjr) übergeht. Wir können also sagen: Ist F{x, z) =^ 
der Meridianschnitt einer SchraubenfiächCf so ist F(q, r6) = ihr 
Normalschnitt^''^). Setzt man Q=f(rO)-{-rf so wird a3=/(2:) + r, 
was durch eine Parallelverschiebung der (y , z^Ehene in x'=f{z) 
übergeht. Halten wir diese beiden Gleichungen mit ^=f(8) 
zusammen, so können wir sagen: Ist die veraUgemeinerte Mann' 
heim sehe Kurv& einer Kurve K Normalschnitt einer Schrauben fläche, 
80 ist die Mannheim sehe Kurve von K Meridianschnitt derselben 
Sohraubenfläche, 

231. Wir wollen nun die Familie der Kurven mit 
der natürlichen Gleichung 

(10) « = «!-'»»'», 

wo n eine rationale Zahl sei, in Kürze untersuchen. 
G. PiRONDiNi nannte sie »Pseudospiralen» ^^oj yw 
den Tangenten Winkel erhält man, den Fall n = 1 (loga- 
rithmische Spirale) ausgenommen. 



(10*) ■x=f^ 



ds 8^~^ 



"R (1 — n)«!-" • 

^^®) S. den Aufsatz des Verf. S. 4. Der Satz wurde schon 
von G. B. AiBY aufgestellt, Trans. Cambr. math. Soc. 1827, S. 277. 

"») E. DupoRCQ, Int. math. 8, 1901, 313; G. Loria, Bibl. 
math. 7, 1906, 67/68; P. Ebnst a. a. O. 

"<>) Journ. Sc. Math. Coimbra 15, 1905, S. 145—173. 

21* 
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Hieraus ist zu ersehen, daß für n < 1 im Anfangspunkte 
8 = auch T = ist. Dieser ist also jedenfalls kein 
asymptotischer Punkt. Es ist aber zu unterscheiden 
zwischen 0<n<l, wo Ä = 0, und n<0, wo Ä = cx) wird. 
Da aber diese Werte vielfache Wurzeln der Gleichung (10) 
sind, ist der Schluß, daß im ersten Falle eine Spitze, 
im zweiten ein Wendepunkt auftrete, unberechtigt. Man 
kann nur behaupten, daß die Kurve im ersten Falle eine 
Berührung niedrigerer Ordnung mit der Tangente habe, 
im zweiten eine solchö höherer Ordnung. In der Tat 
ist hier 
^. Ay 1 T tg-dr 1 -. AxlAx 

1 ,. «« a«-i ^^ 



(2 — n) (1 — n) "^ Ä (2 — n) (1 - n) 

d. h. Ay wird zu Null wie Aa?-^ j also niedriger als Ax^ 
für 0<n<l (Ä = 0) und höher als Ja?« fürn<0 (« = oo). 
Ist nun erstens n der Quotient einer geraden Zahl durch 
eine ungerade, so nimmt ^, wenn s durch geht, wieder 
dieselben Werte an und die Kurve verhält sich im An- 
fangspunkt wie in einem gewöhnlichen Punkte {Ay ändert 
das Zeichen nicht mit Ax). Ist aber zweitens n der 
Quotient von zwei ungeraden Zahlen, so -wechselt ^, 
wenn 8 durch geht, das Zeichen (also auch Ay ^ wenn 
Ax negativ wird) und die Kurve hat im Anfangspunkte 
eine Inflexion. Drittens kann n auch noch durch den 
Quotienten einer ungeraden durch eine gerade Zahl dar- 
gestellt werden. Dann gibt es für jeden positiven Wert 
von 8 zwei gleiche, durch das Zeichen zu unterscheidende 
Werte von ^, während für negative 8 Ä imaginär wird 
(für jedes positive Ax existieren zwei durch das Zeichen 
voneinander verschiedene Werte von Ay). Der Anfangs- 
punkt ist eine Spitze. 

232. Es sei nun zunächst < n < 1 , so wird für 
8 = oo T = oo und Ä = oo . Die Kurven gehen also in 
spiraligen Windungen ins Unendliche. Ihre beiden Zweige 
schließen im Anfangspunkt nach der vorhin gegebenen 
Unterscheidung wie bei einer gewöhnlichen Kreisevolvente, 
die zu den vorliegenden Kurven gehört (n = ^) , wie bei 
einer Archimedischen oder einer Fermatschen Spirale an- 
einander. 
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Wenn n < wird, hat man für s = oo auch t = c» , 
abeor 9 =» • Es treten also asymptotische Punkte auf, 
die die Koordinaten haben 

1) aj;j = (l — n)^-'»rtjTi-«C0ST5T , yQ={l—ny-'*ajr^-*'^Jirdr . 

Diese Integrale lassen sich durch die jT-Funktion aus- 
drucken. Man hat nämlich ^^i) 

oo oo 

/ POST , n TsinT , 



2r(/4)8inifi7t ' 



alsp etwa 

n 

Xq = (1 — ny-^'a* 



^r-i^)^- " 



'2(1 -n) 



Dieser Ausdruck geht nach der Formel r{fx)r{l — fi) 
==njwifjin^^^ über in 

Xq = (1 — ny-'^a 



2 ^ sin : 



2(1 -n) 
und sohliefilich erhält man 



(11*) 






Die Entfernung jedes der asymptotischen .Punkte vom 

Anfangspunkt ist also (1 — nf-^ a ^(7-3 — ) ? die Eichtung 

nach dem asymptotischen Punkt bildet mit der Tangente 
des Anfangspunktes den Winkel jr/2(l — n). Nach der 
obigen Unterscheidung schließen die zwei Zweige im An- 
fangspunkt aneinander wie bei der Ellothoide (n = — 1), 
wie bei einem Zweig der Fig. 159 oder wie in Fig. 161. 

">) a z. B. bei E. Cbsaro, Algebr. Anal. S. 781. 
»") Ebd. S. 396. 
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Zwischen den beiden betrachteten Formen steht für 
n = der Kreis. Für n = l kommt nun die logarithmische 
Spirale. Sobald w>l, wird nach (10*) für 
^ = T = oo , also ist für w ^ 1 im An- 
fangspunkte ein asymptojjßcher Punkt. 
Während aber die logarithmische Spirale 
mit unendlich vielen Windungen ins Un- 
endliche geht, nehmen die Pseudospiralen 
für 8 = oo eine bestimmte Eichtung an, da 
Flg. 161. £^ ^ ^ oo ^ ^ wird. Um zu untersuchen, 

ob eine Asymptote vorhanden ist, bilden wir 




~~J qt (n— l)s«-i ' 



dann ist die Entfernung p des asymptotischen Punktes von 
der Tangente im unendlich fernen Punkte gegeben durch 

oo •. oo ^ 

^sintdr = (n — l)i-'»a/T »»-isinTdr . 



Ersetzt man an der unteren Grenze, wo die Integral- 
funktion unendlich groß wird, sinf durch t , so sieht man, 

daß dort das Integral sich yne t~**-^dr verhält, also 

wie K-t"'^ . Dieser Wert und damit p ist f ür t = 

nur endlich für n > 2 ; es wird dann 

p = (n- 1)1^« ar(^) sin ^^^. 

Die Pseudospiralen trennen sich also für w > 1 wieder 
in zwei Familien. Für 1 < n ^ 2 haben sie zwei Zweige 
ohne Asymptoten, die nach den obigen drei Unter- 
scheidungen verschieden gegeneinander angeordnet sein 
können (Fig. 162). Ob die asymptotischen Punkte nicht 
etwa vereinigt sind, läßt sich aus der bloßen Gleichung 
nicht ersehen. Für die Antüoga {n = 2) erkannten wir 
dies durch einen Grenzübergang. Wird n > 2 , so haben 
die Pseudospiralen eine Asymptote. Es gibt wieder 
dreierlei Formen (Fig. 163). 



233. 
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233. Die Pseudospiralen genießen die Eigentfimlichkeit, 
daß ihre Evoluten (und also alle sukzessiven Evoluten) 
Kurven derselben Art sind. Denn die oft angewendeten 
Gleichungen s = Ä, ^ = ^d^lds ergeben aus (10) 



(12) 



l-w 2«-l 

^ = na ^ s ^ 



als Gleichung der Evoluten. Man findet z. B. als Evolute 
der Analoga Ä = 2a~i«*. Das ist, obwohl die Antiloga 
selbst den in der Art verschiedenen Exponenten j- hat, 
doch eine Kurve desselben Typus wie die Antiloga, da 
sich die Formen (a) und (c) der Fig. 162 mangels einer 
Asymptote nicht unterscheiden lassen. Als Evolute der 



fa/ 




ßl 



-~i)(^- 



m. 







(a) 



Flg. 162. 



(bl (C) 

Flg. 168. 



Klothoide ergibt sich ^ = —«-^«3. Das ist ersichtlich 
eine Kurve der Art (&) in Fig. 163 mit Asymptote. Und 
zwar sieht man dies nicht nur aus der Lage der asym- 
ptotischen Punkte, sondern auch aus dem unendlich fernen 
Punkt. Denn für den Übergang von positiven zu nega- 
tiven Werten von % durch c» , der hier stattfindet, gelten 
dieselben Eegeln, die wir in !N'r. 231 für den Übergang 
durch « = aufgestellt haben. Daß man hier den un- 
endlich fernen Punkt als Wendepunkt, im Falle (a) der 
Fig. 163 aber als gewöhnlichen auffassen muß, da Ä im 
ersten Falle das Zeichen wechselt, im zweiten nicht, kann 
nicht befremden, da zu der (üblichen) umgekehrten Auf- 
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fassung, die aus projektiven Anschanungen erwuchs, keine 
Veranlassung gegeben ist^®**). 

§ 28. IV^Kurven. 

234. Nunmehr wollen wir uns zu den »binomischen 
Kurven« mit der kartesischen Gleichung 

(1) y^d^-^af^ 

wenden. Es mögen aber, der Allgemeinheit wegen, die 
zugrunde gelegten Achsen schiefwinklige sein mit dem 

Achsenwinkel co . Da jedoch 
der Gebrauch dieser Achsen, 
obwohl sie in der Praxis häu- 
fig auftreten, in den modernen 
Lehrbüchern ganz vernach- 
lässigt wird, müssen wir erst 
einige einschlägige Formeln 
au&tellen. Es sei r wie immer 
der Tangentenwinkel, C die 
Länge der Tangente vom Kur- 
Fig. 164. venpunkt P bis zum Schnitt- 

punkt B mit der aj-Achse, <5 
die Subtangente BÄ (die schiefe Projektion von C auf 
die a?-Achse; vgl. Fig. 164). Dann ist, wenn dy/dx = y' 
gesetzt wird 

, sinr ^ y'sincü 

y = -:—f r , woraus tgr = zri — 7 • 

sm(o> — t) ' ° 1 + y'coso) 

Da infolgedessen 

1 + y'coso) . y'sina) 

cosc = ^ , . smr = ^ 




yi + 2y'cosö> + y'2 yi + 2y'cosa> + y'« 

so ergibt sich 

,2) ^^ _ y'^sino) 



dx 1 + 2y'cosö> + y'2 



**'») E. CbsIbo, der in seinem Buche die natürlichen^ Koordi- 
naten zum Ausgangspunkt nimmt ^ kann infolgedessen gar nicht 
auf den Begriff »unendlich ferne Gerade« kommen und faßt das 
Unendliche als Punkt auf. 



234. 
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Außerdem ist ds* = dx* + dy' + 2dxdy cosco , oder 
(3) |^ = (l + 2y'cofla> + y'»)*. 

Durch Division von (2) in (3) erhält man 



W 



« = 



(l + 2y'cosa) + y'«)* 



y'^sino) 



Wie man sieht, geht diese Formel für co = ^ti sofort in 
die für rechtwinklige Koordinaten über. Ferner hat man 
S:y = sin(a> — t) : sinr und mit Hilfe des obigen Wertes 
von y' 
(ö) cy=y/y^ 

Ebenso ergibt sich für die Tangente 
Da nun in unserem Falle 

80 wird nach (5) 

(7) J=a?/n, 

also die Tangente ohne wei- 
teres konstruierbar. Aus (5) 
und (6) erhält man 

yi + 2y'cosa> + y'^= C/J, 

und wenn man diesen Wert 
in (4) einsetzt 

Ä= ^ 




(n — l)yJaino} ' 
Daraus wird nun, unter Benützung von (6) 

C n 



(8) 



^ ? 

n — 1 cfsinr n — 1 



«' 



Hiemach läßt sich Ä', und also auch Ä, sofort kon- 
stmieren. Man ziehe Ä II BF {C auf der fTormale), dann 
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ist PO = <5sinT. l^un verbinde man B mit G und 
errichte BD±BC {D auf PO), dann ist PD = ^'^^^). 
Indem man Ä' mit ii/(n — 1) multipliziert, erhält man 
Ä der Länge, nicht immer der Eichtung nach. Diese 
geht aber aus der Gestalt der Kurve ohne weiteres hervor. 
235. Für den Verlauf der Kurve (1) ist zwischen den 
Werten n^O zu unterscheiden. Es kann dann — wir 
betrachten zunächst nur rationale Werte von n — auch 
immer |n| > 1 vorausgesetzt werden, also wenn wir 




Flg. 166. 



\n\ =plq setzen, p> q. Denn dem Werte q/p des Ex- 
ponenten entspricht dieselbe Kurve mit vertauschten Ko- 
ordinatenachsen. Ist nun n > 0, so hat die Kurve (»höhere 
Parabel«) in jedem Falle einen im Anfangspunkt (mit der 
a?-Achse als Tangente) beginnenden, gegen die a?- Achse 
konvexen, aufsteigenden Ast im ersten Quadranten. Der 
zweite Ast liegt symmetrisch gegen den ersten in bezug auf 
die y-Achse im Falle (a) (Typus des gewöhnlichen Punktes 
im Ursprung), in bezug auf den Anfangspunkt im Falle (&) 

"8) F. DiNGBLDKY, Zeitschr. Math. Phys. 54, 1906, 89. Eine 
andere Konstruktion gab F. Kosoh, ebd. 45, 1900, 165. 
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(Typus des Wendepunktes), in bezug auf die rr-Achse im 
Falle (c) (Typus der Spitze), nach den bei den Pseudospiralen 
fNTr. 231) gegebenen Unterscheidungen (vgl. Fig. 166). 

Außer im Falle n = 2 (gewöhnliche Parabel) ist der 
Anfangspunkt immer ein singulare! Punkt, für n = 3 
(y^a'^x^'j »kubische Parabel«) ein gewöhnlicher Wende- 
punkt (Liniensingularität), für n = f {y^ = a'^ w^ ; Neilsche 
Parabel) eine gewöhnliche Spitze (Punktsingularität). Fig. 166 
gibt die genannten drei Kurven wieder. Ih allen anderen 
Fällen ist der Anfangspunkt eine höhere Singularität, die 
aus den eben angeführten fundamentalen Singularitäten 
kann zusammengesetzt gedacht werden. 

236. Um diese Analyse des Anfangspunktes wirklich 
vorzunehmen, schreiben wir zunächst, n = pjq setzend, 
Gleichung (1) in der Form 

(9) y = xxPl^, \p>q] 

wo X = a(«-P)/« zu denken ist. Die Kurve ist von der 
Ordnung p , der singulare Punkt heißt von der Ordnung q , 
wßü eine beliebige durch ihn gehende Gerade (z. B. die 
y-Achse) dort q koinzidierende Schnittpunkte mit der 
Kurve hat^^). Für die Klasse des Zweiges kann man 
zwar einem allgemeinen Satze die Zahl p — q entnehmen, 
wir wollen aber doch, auch aus anderen Gründen, gleich 
die Linienkoordinatengleichung der Kurve aufstellen. Da 
nur die oj-Achse singulär ist, d.i. die Gerade u = 0, 
to == , setzen wir die Koordinate v = 1 . Man hat nun 
die Gleichung der Tangente an (9) zu bilden (laufende 
Koordinaten ^, rj): 

— (xnx^-^ + ^ + (^ — 1)^ = 0, 
wo piq = n gesetzt ist. Diese ist zu vergleichen mit 

^u + f] + w = . 
So ergibt sich 

u = —xnaf^~^ , w = {n — l)y , 

woraus man mit Hilfe von (9) die gewünschte Gleichung 
erhält 

(10) pPwP-^ = {^l)p^(p — q)P-iaP-iuP 

18*) Vgl. für das folgende des Verf. Alg, K,, Abschn. VII. 
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oder kurz 

p 
(10*) w = x'ttP-'i . 

Diese Gleichung zeigt, daß die Klasse der Kurve ihrer 
Ordnung p gleich ist und gibt für die Klasse des singu- 
lären Punktes wirklich p—q, d.h.. es fallen p—q Tangenten 
der Kurve, von einem Punkte der a?-Achse aus, in die 
singulare Tangente. 

237. Um nun die Zahlen d bzw. q der Doppelpunkte 
und Spitzen festzustellen, dieder singulare Punkt absorbiert, 
muß man zuerst den sogenannten »Diskriminantenindex« 
j = 2d + 3q suchen, d. i. die Zahl, um die die Klassen- 
zahl p(p — 1) der ohne Punktsingularitäten gedachten 
Kurve sich durch den Einfluß des singulären Punktes 
verringert. Man denkt sich zu diesem Zwecke den Zweig 
in q Partialzweige zerlegt, die den q^^ Einheitswurzeln 
entsprechen. Diese kann man also schreiben, wenn e* = 1 

y^^xxPl^, y^=xex^i^y y^^xe^x^l^j ..., y^^x^-^ x^l^i . 

Jeder dieser Zweige schneidet jeden anderen in piq Punk- 
ten, da yi — yh = 9c x^l^{€*-^ — c*-^) . Die Multiplizität des 
Schnittes der Kurve mit sich selbst in diesem Punkte ist 
folglich ig(g — 1) • pIq = ipfe — 1) • I^as Doppelte dieser 
Multiplizität ist der Diskriminantenindex. Wir haben so 
j = p{q — l) und da man weiß, daß Q = q — ly so ergibt 
sich (J = i(p-3)(g-l). 

Nennt man ^ und ^' die Zahl der Doppel- und 
Wendetangenten, die in der a?- Achse vereinigt liegen, so 
erhält man entsprechend nach (10*) 

r=p(p---q-l), Q'=p-q-l, (J'=iö>-3)(p-g~l). 

Beisp. Ist 9 = 1 (n eine ganze Zahl); so ist der Anfangspunkt 
eine reine Liniensingularität; ist p = g 4- 1 (n von der Form 
1 + l/g), eine .reine Punktsingularität. Wir sahen dies schon 
an der kubischen bzw. Neilschen Parabel. Als weitere Beispiele 
wollen wir die Parabeln der vierten und fünften Ordnung neh- 
men. Es gibt zwei solche vierter Ordnung, die »Flachparabel« 
y = a-^x^ (q^=2, d^=l) und die »Spitzparabel« y = a"*»* 
(^ = 2 ; d = l), die mit den Auflösungen des Flach- und Spitz- 
punktes in den Fig. 167 und 168 wiedergegeben sind. Auch hier 
ist die erste Singularität eine reine Linien-, die zweite eine bloße 
Punktsingularität. 
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Von der 5. Ordg. hat man 4 Parabeln, deren Singularitäten 
im Ursprung zu je zweien einander polarreziprok entsprechen 
(vgl. Fig. 169). Es sind (a) die »Wendeflachparabel« (y = a-* x* ; 
^^=3, d^B^S, Liniensingularität) und (6) die »Rückkehrspitz- 
parabel« (y = a"*sc*, e = 3, 5 = 3, Punktsingularität), ferner 
(c) die »Rückkehrflachparabel« (y = a~*a;*; Q = d = l , q^= d'= 2) 
und (d) die »Wendespitzparabel« (y=a"*x*; ^ = 5 = 2, e'=5'=l) . 
Die beiden letzteren Singularitäten sind gemischter Art""^). 




Fig. 167. Flg. 168. 

(Ol I (ifj I M 




Flg. 169. 

238. Der singulare Anfangspunkt, bzw. sein Dis- 
kriminantenindex ^' = l>(g— .1) ist natürlich noch nicht 
imstande, die allgemeine Klassenzahl ^(jp — 1) auf die 
wirkliche p herabzudrücken. Unsere Kurve hat aber auch 

***) Der Leser sei darauf aufmerksam gemacht, daß die von 
DB GuA (s. P. Savebbeok, Anal, Oem. nach de Ghta, Leipzig 1902, 
28 — 36) gegebenen Auflösungen dieser Singularitäten zum Teil 
nur der Reduktion des Geschlechtes der Kurve, nicht aber der 
Reduktion der Klasse entsprechen, welche die Singularität ver- 
ursacht. 
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den unendlich fernen Punkt der y- Achse, für welchen 
a? = und = ist, als singulären Punkt. In der Tat, 
homogenisieren wir Gleichung (9), so ergibt sich y^z^-^=xxP 
und wenn wir y = 1 setzen, d. h. durch Projektion die 
oy-Achse mit der unendlich fernen Geraden vertauschen, 

p 

(11) z = x'a>p-9. 

Hieraus ersieht man, daß dieser Punkt ein singulärer 
Punkt gleicher Art, wie der Anfangspunkt ist. Ja noch 
mehr; da (11) mit (10*) in den Exponenten übereinstimmt, 
können wir sagen: Die Singularität des unendlich fernen 
PunTctes ist die zu der des AnfangspunMes reziproke. 

Polarisiert man demnach unsere binomische Parabel 
in bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt, so entsteht 
eine Kurve derselben Ordnung (Klasse) mit den nämlichen 
zwei Singularitäten. Legt man einen Kegelschnitt zu- 
grunde, der die Gleichung (xx^-{-ßy^-\-l = Q hat, so 
lauten die Transformationsformeln 

'^u = (KX, '&v = ßy, i9w = z, 

und es kann demnach durch passende Wahl von oc und 
ß erreicht werden, daß die Kurve zu sich selbst polar- 
reziprok ist. 

Aus (23) ergeben sich in Analogie zu den beim An- 
fangspunkt gegebenen Formeln für die unendlich ferne 
Singularität die Zahlen j = p{p — g — 1), ^ = p — ff— 1> 
5 = iÖ>-3)(p-g-l), ^'=(Z-l,ä'=i(p-3)((z-l). 
Nun ist j +j = p{q — 1) + pdp — q — 1) = pijp — 2) die 
Gesamtreduktionszahl für die Klasse. Diese muß also 
werden p(p — 1) — p(p — 2) = p , wie oben direkt gezeigt 
wurde. Ferner ist die Summe aUer einfachen Punkt- 
singularitäten ^ + ^-|-^+^ = (g — l) + i(p — 3) (g — 1) 
+ Ö> - g - 1) + i(2> - 3) (p -g- 1) = (p -2) + iÖ> - 3) 
(p-2) = i(p-l)(p-2). Für die Summe ^'H-ö'-f^'+<5' 
ergibt sich dieselbe Zahl. Also ist die binomische Kurve 
rational. Dies ist übrigens selbstverständlich, da man 
statt (9) setzen kann 

(12) a? = ««, y=.\^t^. 
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Beisp. Vom projektiven Standpunkt aus sind nach dem 
obigen die Flach- und Spitzparabel ^ sowie je zwei der Parabeln 
5. Ordnung nicht verschieden. Denn es- ist nur 
die Lage ihrer zwei singulären Punkte jedesmal 
vertauscht. Fig. 170 gibt das Bild einer Pro- 
jektion der Flach- (oder Spitz-) Parabel ins End- 
liche. Das Achsenkreuz mit der unendlich fer- 
nen Geraden wird zu einem Dreieck^ auf welches 
tds Koordinatendreieck bezogen die Kurve die 
Gleichung hat 

•Ca fl?« ^^ A iCj . 




Flg. 170. 



239. Es ist nun noch der Fall ins 
Auge zu fassen, daß in Gleichung (1) der 
Exponent n negativ, etwa =—plq [p>q] ist. Dann 
haben wir es mit »höheren Hyperbeln« von der 
Gleichung p^ p+q 

(13) x^ y = a ^ . 

zu tun. Führen wir aber wieder z ein, so kann man die 
Gleichung schreiben 



(13*) 



xPy^ = a^+^z^-^^ , 




Fig. 171. 



der wir, je nachdem wir x oder y = 1 setzen, die beiden 
Formen geben können 



y = xz ^ 



P+9 

X = x'z P 



d. h. wir haben eine Kurve der (p + g)*«° Ordg. , die in 
den unendlich fernen Punkten der Achsen singulare Punkte 
der q^^ bzw. p^^ Ordg. hat mit der o?- Achse, bzw. der 
y-Achse als Tangenten (Asymptoten). Die drei charak- 
teristischen Formen sind demnach entsprechend der immer 
benutzten Einteilung die der Fig. 171, denen die Gleichungen 



xy = a^ , 



x^y 



xy^ = a^ 



336 y. Abschnitt. Methode der Koordinaten Verwandlung. 239,240. 

entsprechen. Bei höheren Kurven entfernt sich, je nach- 
dem die Berührung flach oder spitz erfolgt, die Kurve 
mehr oder weniger von der Asymptote. Man kann hier- 
nach jede höhere Hyperbel in eine höhere Parabel pro- 
jizieren, indem man nur den einen unendlich singulären 
Punkt ins Bndliche verlegt ^®^). 

240. Bevor wir aber dazu übergehen, die in Frage 
stehenden Kurven vom rein projektiven Standpunkte aus 
zu betrachten, wollen wir noch einige Worte über die 
Quadratur und Eektifikation der binomischen Kurven 
selbst sagen. Sieht man vom Exponenten n = —1 ab, 
so ergibt sich für die Fläche 

X 

//sino) = a^-^'faf'dx = :^!^(^^' - a?S+i) = ^^^"^^"^" - . 

«0 

Dieses Eesultat läßt. sich leicht interpretieren, besonders 
für den Fall n>0, wo a?o = ^o = genommen werden 
kann. Ist n < , so hat an der Stdle a?^ = y^ = das 
Integral nur für |ti| < 1 einen Sinn; dafür kann es aber 
bis a?o = ^ erstreckt werden, wenn |n| > l.ist. Man wird 
sofort bemerken, daß die integrierbare unendlich sich aus- 
dehnende Fläche immer zu der flachen Stelle der Kurve 
sich hinerstreckt. 

Bezüglich der Eektifikation muß man sich auf recht- 
winkUge Achsen beschränken, um überhaupt auf integrable 
Fälle zu stoßen. Unter dieser Voraussetzung wird 

' 8 =/yi + n2a2(i-»)aj2(«-i)da? . 

Dies Integral gehört zu den binomischen, deren Differentiale 
von der Form x^{a + la)'^ydx sind. Man weiß, daß solche 
Differentiale integrierbar sind 1. wenn v eine ganze Zahl 
ist, 2. wenn {X + 1)1 jn oder 3. wenn {X + 1)1 jn + v eine 
ganze Zahl y ist. Die erste Bedingung ist hier nicht er- 
füllt. Für die zweite muß, da A = , l/(2n — 2) = y , 
also w = 1 + l/2y sein; für die dritte findet man ebenso 
n = l + l/(2y-— 1). Wenn also n von der Form l + l/jr 
ist, wo ^ irgend eine ganze Zahl (>1) bedeutet, ist die 
binomische Kurve (durch algebraische bzw. logarithmische 

^*^ Die höheren Hyperbeln heißen auch, wegen ihrer Ver- 
wendung in der Thermodynamik »poly tropische Kurven«. 
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Funktionen) rektifizierbar. Das ist nach dem obigen 
dann der Fall, wenn der Anfangspunkt eine reine Punkt- 
singularität ist. 

Die einfachste und am frühesten erkannte Kurve 

dieser Art ist die Neilsche Parabel *®^) tüi g = 2:y = a'^x^ . 
Für ihren Bogen ergibt sich 



Sie ist also algebraisch rektifizierbar. Abgesehen von 
einer interessanten mechanischen Eigenschaft ist sie auch 
als Evolute der Parabel bemerkenswert i®®) (vgl. Nr. 267, 
Beisp. 3). 

241. Wir wollen nun in Gleichung (1) den Exponenten n 
im allgemeinen als irrational voraussetzen. Dann stellt 
die Gleichung transzendente Kurven ^®^) dar, deren Nähe- 
rungskurven die bisher besprochenen algebraischen Kurven 
sind. So ist z. B. für die Kurve y x^ = konst. die al- 
gebraische Kurve y a?^»^^ = konst. eine Näherungskurve. 
Es ist dies die sogenannte »Adiabate«, die für zweiatomige 
Gase (z.B. Luft) das Poissonsche Gesetz pij* = konst. 
veranschaulicht. Legen wir dann die drei Seiten des 
Fundamentaldreiecks ins Endliche, so können wir die 
Kurven schreiben x^xl = xxl'^^ oder 

(14) xlxlxl = X , 

mit der Bedingung p -\- q -{- r = 0, die ohne weiteres durch 
die Homogeneität der Koordinaten geboten ist. Diese 
allgemeinen Kurven nun spielen eine bedeutende Eolle 
in der Lehre von den projektiven Transformationen. Wir 
wollen dies dem Leser wenigstens in den Grundzügen klar 
zu machen suchen. 



"^ Neils Entdeckung wurde 1659 von Wallis veröffentlicht. 
Dasselbe fanden ungefähr zu gleicher Zeit Fermat und Heubaet. 

**®) Den Übergang von den Evoluten der Mittelpunktskegel- 
schnitte zur Parabelevolute hat der Verf. genauer studiert. S. 
Zeitschr. math. nat. Unterr. 37, 1906, 249/52. 

"®) Von Lbibniz wurden Funktionen mit der Variablen als 
Basis ; aber einem irrationalen Exponenten, als »interszendent« 
bezeichnet. Die fraglichen Kurven heißen daher auch »inter- 
szendente Parabeln und Hyperbeln«. 

WixLEiTirKR, Spezielle ebene Eurren. *^^ 
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Denken wir uns einen Punkt P(li, fs? ^s) einer 
Ebene Aj auf die wir eine projektive Transformation C 
ausüben, durch welche P in P^ übergeht. Dann können 
wir von P aus nach vor- und rückwärts eine unendliche 
Kette (»Iterationsfolge«) von Punkten i^<^) konstruieren, 
die durch beliebig oftmalige Anwendung von C nur unter 
sich vertauscht werden. Denn während P in P^ überging, 
ging zu gleicher Zeit P^ in P^ , Pg in Pg usw. über. P 
entstand andererseits aus einem Punkte P_i,P_i aus einem 
Punkte P_2 usw. Diese Kette wird sich im aUgemeinen 
nicht schließen, d. h. wenn nicht besondere Umstände ob- 
walten, wird für positives oder negatives ganzzahliges X 
Px nicht mit Pj, also auch mit keinem anderen Punkte 
der Kette zusammenfallen. Andererseits können die 
Punkte Pi auch nicht die ganze Ebene erfüllen. Denn 
durch die projektive Transformation wird jedem Punkte 
nur eine Fortschreitungsrichtung zugeordnet. Von jedem 
Punkte Q der Ebene, der nicht gerade mit einem der 
Punkte Pi zusammenfällt, nimmt also eine neue Kette 
ihren Ausgang. All diese Ketten werden durch die 
Transformation C und ihre Wiederholungen in sich über- 
geführt. 

242. ISTuu gibt es fünf Klassen von linearen Trans- 
formationen in der Ebene i^^), wobei 1. die drei Seiten 
und Ecken eines wirklichen Dreiecks unverändert bleiben, 
2. wo zwei Seiten und damit auch zwei Ecken des ge- 
nannten Dreiecks zusammenfallen und also nur eine 
(Doppel-) Gerade und auf ihr ein (Doppel-) Punkt sowie 
noch ein Punkt auf der Geraden und eine Gerade durch 
den Punkt fest bleiben, 3. wo ein (dreifacher) Punkt und 
eine durch ihn gehende (dreifache) Gerade die festen 
Elemente sind, 4. wo ein isolierter Punkt und eine Punkt- 
reihe (Zentrum und Achse der Perspektivität) unverändert 

^^ Siehe P. London „Über eine besondere Art konvergenter 
Punktfolgen''. Jhrsb. Dtsch. Math.-V. 11, 1902, 274/80. 

*®^) S. für das folgende die grundlegende Arbeit von P. EIlbin 
und S. LiE „Über diejenigen ebenen Kurven^ welche durch ein ge- 
schloaaenka System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen 
Transformationen in sich übergehen'', Math. Ann. 4, 1871, 50—84, 
sowie die ausfQhrliohere Darstellung in Lib-Sohbffbbs „ Vorlesungen 
über kontinuierliche Gruppen", Leipzig 1893, von S. 22 an, bes. § 4 
des m. Kapitels. 
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bleiben, 5. wo ein Punkt und eine ihn enthaltende Punkt- 
reihe fest sind. 

Nimmt man im ersten Falle das Dreieck der Doppel- 
elemente zum Fundamcntaldreieck, so kann die Trans- 
formation geschrieben werden 

Hier sind a?i, xi, xi die Koordinaten des aus P(fi, f 2 > h) 
entstehenden Punktes P^ . Wendet man nun dieselbe 
Transformation noch einmal an, so werden die Koordinaten 
des ans P^ hervorgehenden Punktes Pg 

<=öc2fi, <=i8«f2, ^z-'Y^h' 

Durch A-malige ' Wiederholung kommt man so zu dem 
Punkte Px , dessen Koordinaten wir einfach a?i , a?2 , x^ 
nennen wollen. Es ist 

(15) a?i = a^fi, Xi = ß^S2, a?8 = /f3. 

Diese Gleichungen stellen die ganze Kette dar, die den 
Punkt P enthält, wenn man nur für k alle positiven und 
negativen ganzzahligen Worte (0 eingeschlossen) einsetzt. 
Nun kann man aber aus den Gleichungen (15) X eliminieren, 
indem man beachtet, daß nur die Verhältnisse der Koordi- 
naten eintreten dürfen. Dann ergibt sich 

■ log 5^ - logf^ = Uog^ , log J - logf = Alogf , 

und wenn man log« = a^, log^S = «g , logy = «3 setzt 

(«2 - «3) log ^-{oci- a«) log ^ 

= («2 - *8)log^ - («1 - 0^3) log -|- , 



woraus 






und schließlich 

(16) a?««-«»a?««-«^a?«i-^ = f««-«»|«»-«if«i-«« = x 

folgt, welche Gleichung in der Tat mit (14) übereinstimmt. 
Wir haben also eine Kurve der schon erläuterten Art, 
die Projektion einer interszendenten binomischen Kurve, 

^1* 



340 V.Abschnitt. Methode der Koordinaten Verwandlung. 242,243. 

als Ort für alle Punkte der durch (15) dargestellten Kette. 
Aber diese Kurve enthält auch alle Punkte, die den 
nichtganzzahligen Werten von k entsprechen, alle Punkte, 
die aus (15) hervorgehen, wenn wir X stetig die Werte 
von — cx) bis +00 durchlaufen lassen. Die Gleichung (15) 
steUt dann ein System von linearen Transformationen dar, 
das die Eigenschaft hat, daß irgend zwei Transformationen 
des Systems (die z. B. den Exponenten X^ , Ag entsprechen) 
in beliebiger Eeihenfolge ausgeführt, immer dieselbe eben- 
falls dem Systeme angehörende Transformation (vom Ex- 
ponenten Xi + X2) ergeben. Nach den Lieschen Begriffs- 
bestimmungen heißt dieses System von Transformationen die 
»kontinuierliche eingliedrige projektive Gruppe«. 
243. In (15) ist auch eine Transformation enthalten, 
die den Punkt P nur unendlich wenig verschiebt. Wir 
erhalten sie, wenn wir X unendlich klein annehmen, also 
etwa gleich dX setzen. Da nun z. B. a?j = f^ . e^^ ^®«* 
= fi(l + dXlogoc + . . .) > so wird 

(17) d^i = dX logoc . fi , dfa = ^^ ^^gß ' ^2 j ^^s = ^^ ^^S? ' fs 

und es ergibt sich die Differentialgleichung 

d^i d^2 ^h 



(17*) 



filoga fglogiS fslogy ' 



deren Integralkurven gerade wieder die Kurven (16) sind. 
Indem wir die unendlich kleine Transformation der Gruppe 
zugrunde legen, die man durch (17) definiert denken 
kann und diese unendlich oft auf den Punkt P wirken 
lassen, geht unsere ursprüngliche Kette in die stetige 
Bahnkurve (16) über, wo x vom Ausgangspunkte abhängt. 
Wir können also sagen, indem wir für die Kurven (16) 
gleich den Namen W- Kurven, der in Nr. 248 erläutert 
werden wird, einführen: Die W -Kurven sind die Bahn- 
Tcurven der eingliedrigen Tcontinuierlichen projeTctiven Trans- 
formationsgruppe. 

Führt man in (17) rechtwinklige Koordinaten ein: 
0?==: fj/fg , y = ^2/^3 » so geht die Differentialgleichung über 
in die folgende 

(18) ^^ _ ^y 

xlog{yl(x) ylogirlß) ' 
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Diese ist ein Spezialfall der Jakobi scheu gewöhnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung i^^j 



(19) 



dx dy 
X y 1 
L M N 



^ L dy — M dx + N {y dx — X dy) = , 



wo Lj M , N lineare Ausdrücke in x, y sind. Der Unter- 
schied zwischen (18) und (19) ist nur der, daß in (18) 
ip = 0, y = 0, z = die Seiten des Fundamentaldreiecks 
sind, während diese in (19) noch linear von L, M , N 
abhängen. Da aber eine beliebige lineare Transformation 
unsere infinitesimale Transformation nur wieder in eine 
andere derselben Art überführt, genügt es (18) zu inte- 
grieren und die erhaltenen (binomischen) Kurven beliebig 
zu projizieren, um die allgemeinen W- Kurven (16) zu 
erhalten. 

244. Über den Verlauf dieser allgemeinen W-Kurven 
müssen wir uns aber doch erst näher informieren. Dazu 
können wir die Gleichung (16) benutzen, wenn wir nur 
über die Größenverhältnisse der oci eine Voraussetzung 
machen. Es sei nun in (15) oc> ß y y , also in (16) 
Äi > «2 > ^8 > dann kann man die Gleichung schreiben, 
indem man nur positive Exponenten anwendet 

(20) a?J«~*» a?^i"*« = X x^^~^ . 

Die Kurve geht also durch die Ecken a?i = 0, i»2 = 
und a?3 = , a?2 = und da nach unserer Voraussetzung 
der rechtsstehende Exponent größer ist als die beiden 
linksstehenden, sind a?, = und x^ = die Tangenten in 
den beiden Ecken. "Dieser Schluß ist berechtigt, da er 
für die beliebig genau zu nehmenden algebraischen Nähe- 
rungskurven gilt. Ist X positiv, der ursprüngliche Punkt 
^(^ij ^2? fs) ^Iso im Innern des Fundamentaldreiecks, 
so wird die Kurvengleichung (20) bei irrationalen Werten 
der Exponenten für negative Koordinatenwerte nicht er- 
füllt sein, denn (— 1)^ = e'*^* = cos(/iJi:) + isin(/^ jt) kann 
nur für ganzzahlige Werte von jll reell werden. Die 
TT-Kurven endigen also im allgemeinen in den beiden 

"«) Journ. f. Math. 24, 1842, 1-4. 
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Koordinatenecken Ä^, Ä^ (vgL Fig. 172). Es ist das der 
Zug, der dem im ersten Quadranten liegenden der al- 
gebraischen binomischen Kur- 
ven entspricht. Der andere 
entsprang ja auch lediglich 
daraus, daß wir einer Wurzel 
ein doppeltes Vorzeichen bei- 
legten oder die Potenz einer 
negativen Basis bildeten. Das 
erste verbietet sich hier, da 
Fig. 172. ^ die Exponentialfunktion ein- 

deutig genommen werden muß. 
So können für alle reellen Werte X von — oo bis +oo 
aus (15) nur i)ositive Koordinatenwerte hervorgehen, und 
zwar entspricht A = -fcx? der Ecke A^, X^ —oo der 
Ecke J.3 . Die beiden Punkte heißen Grenzpunkte der 
Iterationsfolge PP^ .... 

Zusatz. Wir müßten nur sehen , ob negative Koordinaten, 
also Punkte der Kurve außerhalb des Dreiecks Ä^y Ä^, -4, , nicht 
etwa für komplexe Werte von X auftreten können. Dies ist in 
der Tat der Fall. Es zeigt sich aber, daß dann die Kurven al- 
gebraisch sein müssen. Die außerhalb liegenden Zweige erhält 
man aus dem der Fig. 172, indem man diesen von Ä^ oder Ä^ 
(wenn die Ordnung ungerade), bzw. von Ä^ (wenn die Ordnung ge- 
rade) aus mit der zugehörigen Gegenseite als Achse unter Zu- 
grundelegung des Doppelverhältnisses — 1 perspektiv abbildet. 
Nähere Ausführungen siehe bei CesIeo, S. 132/5. 

245. Für den im Dreieck liegenden Zweig sind nur 
zwei Punkte P, P^ zur BestimmuDg nötig. Denn damit 
ist die den Punkt P in P^ überführende Transformation 
und die ganze von P ausgehende Kette von Punkten ge- 
geben und konstruierbar. Wir erhalten den Punkt Pg ? 
indem wir folgende zwei Doppelverhältnisgleichheiten her- 
steUen (Fig. 173) 

(-4.3-4-2, -4-3 P2, -o-sPi, -a.3-4.1) y\ (A^A2j -4-3 Pi, AqP, Ai^Aijj 

(-4.1-4.2? -^i-Pi) -^i-Pe? -^1-^3) '^ (-^1^2 > ^iPj -^1-^1» -^1-^3) • 

Dies gelingt folgendermaßen: Man ziehe durch ^42 zwei 
Hilfsgerade G , T , verbinde A^ mit P und Pj und fixiere 
die Schnittpunkte B, i?i auf -4i-4.2 und M , M^ auf F. 
M^R gibt auf -4.1-4.3 einen Punkt 0. Verbinde dann 
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mit Bi und den Schnittpunkt von OB^ mit f, den 
Punkt Jf, mit Ä^ , dann enthält A^ M^ den gesuchten 
Punkt Pj . Denn es ist 

(A^Ä^j ^ Jfa, A^M^, A^A^) y^ (0^, OM^, OM^, OA^) 

^^ \A3A2j ^gx^i, A^Mj A^Ai), 

Ebenso schneide man auf der anderen Seite A^A^ und Q 
durch A^P und A^P^ bzw. in Ä , Äj und JV^ , JTg , be- 
stimme durch N181 den Punkt 0' auf ^1^.3 , durch O'N^ 
den Punkt /Sg ^^ ^2^8 7 dann liegt Pg auf AiS^ . Es 
ist klar, wie sich mittels der Punkte 0,0' und der Ge- 
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raden G , F die Konstruktion nach vor- und rückwärts 
beliebig fortsetzen läßt. Auch kann auf ganz ähnliche 
Weise zu jedem Punkte Q die entsprechende Kette ge- 
zeichnet werden. Es ist auch leicht zu ersehen, wie sich 
das Verfahren modifiziert, wenn etwa A^ oder A^ oder 
auch beide im Unendlichen liegen. Den Beweis aus 
der Gleichung heraus zu führen, überlassen wir dem 
Leser. 

246, Dasselbe Verfahren gut natürlich auch für die 
Konstruktion einer algebraischen höheren Parabel oder 
Hyperbel, wenn zwei Punkte der Kurve und das Achsen- 
system bekannt sind, nicht aber der Exponent. Kennt 
man den letzteren, so genügt es, einen Punkt Po{Xqj j/q) 
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der Kurve anzugeben (Fig. 174). Ist der Exponent zu- 
, nächst positiv ganzzahlig, so 

1^ findet man durch folgende Kon- 
"' struktion 'beliebig viele Punkte 
der Kurve yjyQ = {xjx^^ . Es 
sei L irgend eine Parallele zur 
y- Achse, die der Abszisse x 
entspricht. Man schneide L 
mit OPq in Pj, ziehe P^B^ 
parallel zur a?- Achse (alle Bi 
auf der Ordinate von Pq) , 
schneide L mit B^ in Pg , 
ziehe P2B2, schneide L mit 
OB2 in Pg usw., so ist P^ der 
auf L liegende Punkt der ge- 
suchten Kurve. Denn heißen wir yy die Ordinate des 
Punktes Py, so ist wegen ähnlicher Dreiecke offenbar 
X / sc \2 I x\n 

y» = -yn-i = i-) y„-2= ••• = (-] vo- 

Setzen wir die Konstruktion nach oben fort, indem wir 
PqP-i parallel zur a?- Achse ziehen (P_< auf L), durch 
OP_i auf der Ordinate von Po den Punkt P_i bestimmen 
und mit B_i wie mit Po verfahren, so ist für den so er- 
haltenen Punkt P^n 
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also 



\ yo / \xo/ ' 



d. h. P_„ ist ein Punkt einer binomischen Hyperbel mit 
dem Index —n. 

Die Punkte der Kurven mit gebrochenem Exponenten 
p/q erhält man folgendermaßen. Man mache die Kon- 
struktion wie vorhin bis zum Punkte Pp. Durch diesen 
ziehe man eine Parallele zur a?-Achse und nehme auf ihr 
den Schnittpunkt mit OBp_g, das ist der gesuchte Punkt Pp/^ . 
In Fig. 175 findet der Leser ein Beispiel dargestellt. Man 
hat hier zunächst, wenn x die Abszisse von Ppj^ ist, 



ypi<i = {-^)yp-<t 



246. §28. TT-Kurven. 345 

Außerdem ist natürlich 

Vp-q = (^J ^Vo , yplq[= Vp] = (^fvo • 
Also ergibt sich 

P-9 



XxqJ \Xq/ \Xq/ V 2fo / 



und schließlich 






Da dies für positive und negative q gilt, ist auch die 
Konstruktion für negative gebrochene Exponenten geleistet. 




Fig. 176. 

Belsp. Wenn in der Darstellung (15) der allgemeinen TF-Kurven 
die Konstanten a , ß , y mit den Längen a^ , a^, a, des Funda- 
mentaldreiecks identisch sind, so kommt der Kurve des ganzen 
Systems (16), die durch den Einheitspunkt fi : ^j : ^g = 1:1:1 der 
Koordinaten geht, die geometrische Bedeutung zu, daß sie alle 
Punkte enthält, deren Koordinaten irgendwelchen Potenzen der 
Seitenlängen des Fundamentaldreiecks proportional sind. Ins- 
besondere wurde diese Kurve für den Fall betrachtet, daß der 
Schwerpunkt des Grunddreiecks der Einheitspunkt ist, die Ko- 
ordinaten also baryzentrische (auch Flächen- oder Arealkoordinaten 
genannt) sind. G. db Longohamps nannte sie »Dreieckspotential- 
kurve (potentielle triangulaire)« **'). Die Kurve enthält ferner 
den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises, für den A = 1 ist 
und den Lemoineschen (oder Grebeschen) Punkt, den Schnittpunkt 

^»») Mathesis 6, 1886, 246/8. . 
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der Gegenmittellinien; fOr welchen X = 2 ist^^^). In allen Fällen 
berührt die Dreieckspotentialkurve die größte und kleinste Drei- 
ecksseite in den Endpunkten der Seite mittlerer Länge. Sie ist 
nur dann algebraisch, wenn die Logarithmen der Längen der Drei- 
eoksseiten in einem rationalen Verhältnis stehen. 

247. Wenn wir nun aus der Definition der W-Kurven 
heraus uns anheischig machen, allgemeine Sätze über die- 
selbeti abzuleiten,^ so ist vorauszubemerken, daß wir jedem 
Satze, der sich auf die Lage von Punkten bezieht, einen 
dualistischen gegenüberstellen können, der über die Lage 
gewisser Geraden etwas aussagt. Denn wir sahen schon 
bei den binomischen Kurven, daß sie zu sich selbst polar- 
reziprok waren in bezug auf einen geeignet zu wählenden 
Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt geht hier in einen solchen 
über, der das Fundamentaldreieck zum Polardreieck hat. 
Suchen wir die Eeziproke in bezug auf irgend einen solchen 
Kegelschnitt K , so wird aus der W-Kurve jedenfalls wieder 
eine TT-Kurve desselben Systems, da sich nur die Kon- 
stante X ändern kann. Wir können nun aber auch gleich 
behaupten: Berührt der Kegelschnitt K die W -Kurve, so ist 
ihre Polarreziproke mit ihr selbst identisch. Denn der Tan- 
gente des Berührungspunktes entspricht dieser Berührungs- 
punkt selbst. Durch ihn kann aber keine zweite TT-Kurve 
des Systems gehen außer der zu transformierenden. 

Da dieser Satz natürlich für jede spezielle W-Kurve 
gilt, so läßt sich z. B. für jede Kubik mit Spitze (und Wende- 
punkt), die sich ja immer in der Form schreiben läßt 
^1^8 = ^^ (etwa für die KJssoide des Diokles), eine ein- 
fach unendliche Zahl von Kegelschnitten angeben, in be- 
zug auf jeden von denen die Kubik zu sich selbst rezi- 
prok ist. 

248. Denken wir uns nun an irgend eine der W-Kurven 
des Systems in einem Punkte P die Tangente T gezogen, 
so schneiden alle anderen W-Kurven des Systems auf T 
eine gewisse Punktreihe ^ aus. Lassen wir nun P ver- 
mittels der infinitesimalen projektiven Transformation in 
seinen benachbarten Punkt P' übergehen, T also in die 
benachbarte Tangente T% so wird T' von den übrigen 



^®*) Über die Begriffe der neueren Dreiecksgeometrie s. z. B. 
das Buch von A. EmmbbicH; Die Brocardschen Oebüde usw. Berlin, 
G. Beimer, 1891. 
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W-Kurven des Systems in einer Punktreihe ^ geschnitten, 
die offenbar aus ^ durch dieselbe Transformation entstand. 
Daher ist V v^V . Weil aber durch Wiederholung der-, 
selben Transformation T immer andere Lagen T<*') ein- 
nimmt, während alle W-Kurven in sich übergehen, so sind 
alle auf T^") durch die Kurven des Systems ausgeschnittenen 
Punktreihen ^W t^V. Z\x den Punkten von ^W ge- 
hören natürlich auch die Schnittpunkte mit den drei Ko- 
ordinatenseiten; denn das Fundamentaldreieck zählt als 
ausgeartete W-Kurve des Systems. Demnach erhalten 
wir den speziellen Satz: Das Doppelverhältnis d des Be- 
rührungspunktes P der Tangente T einer W-Kurve und der 
drei Schnittpunkte von T mit den Seiten des Fundamental- 
dreiecks ist konstant auf der ganzen Kurve und für jede 
Kurve des Systems dasselbe. Der letztere Zusatz ergibt 
sich daraus, daß durch eine projektive Transformation 
mit demselben Fundamentaldreieck die W-Kurven des 
Systems nur unter sich vertauscht werden. 

Es ist nach dem vorigen klar, daß wir auch gleich 
den dualistischen Satz aussprechen können: Das Doppel- 
Verhältnis d' einer Tangente T einer W-Kurve und der drei 
von ihrem Berührungspunkte P nach den Ecken des Funda- 
mentaldreiecks gehenden Geraden ist für die ganze Kurve 
konstant und für alle Kurven des Systems dasselbe. Daß 
außerdem d' = d ist, kann man aus einer Figur sofort ent- 
nehmen 1®^). 

Wir wollen ferner aus unserem anfänglichen allgemeinen 
Ergebnis noch folgende spezielle Umkehrung herauslesen: 
Bestimmt man auf jeder Tangente T einer W-Kurve einen 
Punkt Q, der mit den drei Schnittpunkten von T mit den 
Seiten des Fundamentaldreiecks ein bestimmtes Doppelver- 
hältnis t bildet, so beschreibt Q eine andere W-Kurve des- 
selben Systems. Dazu haben wir die dualistische Umformung: 
Konstruiert man in jedem PunMe P einer W-Kurve zu den 
drei Geraden -PA^ , PA^ , PA^ eine vierte U , die mit den 



^•*) Die Konstanz dieses Doppelverhältnisses (= Wurf) bewog 
F. Kledc, die Kurven TT- Kurven zu nennen. Aus demselben Grunde 
wurden sie von Halphen »anharmonische Kurven« genannt (im 
Appendice zu Salmon-Chemin, Traite de geom, anal^^) S. 587). Die 
Konstanz dieses Doppelverhältnisses ist natürlich charakteristisch 
für die W^Kurven. 
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drei anderen ein hestimnUes Dappelverhältnis i bildet, so 
umhüHt U eine W-Kurve desselben Systems. 

Ans den Sätzen dieser Nnmmer wollen wir nur noch 
einen Schluß ziehen. Legt man von irgend einem Punkte O 
der Ebene an das System der W-Kurven die Tangenten, 
und seien die Berührungspunkte B^ B\ B'' usw., so ist 

(BÄ, , BÄ^ , BÄ^ , BO) 7^ {B'Ä, , B'A^ , B'A^ , B'O) 

7x {B''Ä, , B''Ä, , B'^Ä, , B''0) 

usw. Also liegen aUe Berührungspunkte B , B\ B'' mit O 
und den drei Fundamentalecken in einem Kegelschnitte. 
Analog ergibt sich der Satz: Legt man in allen Schnitt- 
punkten einer Geraden mit dem System der W -Kurven die 
Ta/ngenten B , B% B'' usw., so umhiiUen diese Tangervten einen 
Kegelschnitt, der und die drei Fundamentalseiten berührt. 

All diese Sätze sind auch leicht aus der Gleichung des 
Systems der TT-Kurven in Punkt- oder Linienkoordinaten 
abzuleiten. 

249. Es ist eine der für uns interessantesten Be- 
merkungen F. Klein s, daß zu den W-Kurven der be- 
sprochenen Art auch die logarithmische Spirale gehört. 
Deswegen, weil all die merkwürdigen Selbsterzeugungen 
dieser Kurve als Evolute, Polarreziproke, Fußpunktskurve 
usw. aus ihrer Eigenschaft als TT-Kurve, bzw. aus den für 
allgemeine W-Kurven geltenden Sätzen entspringen. Wir 
brauchen in der Tat nur zwei der Fundamentalpunkte in 
die imaginären Kreispunkte J und J' zu legen, um zu 
sehen, daß dann das oben d' genannte Doppelverhältnis 
einer Kurventangente T und der drei Geraden FO, PJ, FJ' 
von ihrem Berührungspunkte F nach den Ecken des Fun- 
damentaldreiecks gemäß der Laguerreschen projektiven 
Definition des Winkels i»«) übergeht in den Winkel (OP, T) , 
die W-Kurven eines Systems also in Linien, welche die 
von ausgehenden Strahlen unter konstantem Winkel 
durchsetzen, das sind die logarithmischen Spiralen mit kon- 
stantem Steigungswinkel fi . Der Satz ist aber so wichtig, 
daß wir ihn auch ohne Benutzung der Laguerreschen 



"«) Der Winkel ist nach Lagubrre [Nouv. Ann. 12, 1853, 57 
= Oeuvres 2, 6] gleich dem Produkt aus \i in den Logarithmus 
des erwähnten Doppelverhältnisses. 
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Winkeldefinition aus den Formeln (17) für die infinitesi- 
male Transformation ableiten wollen. Setzen wir f^ = x+iy, 
fg—o? — ty, log(x = u + iv j log/8 = 14 — ii?, logy = 1 , 
so wird 

dx + idy = dX[ux — vy + i(vx + uy)] , 
hieraus 

I dx = dX{ux-vy) 

\ dy = dX{vx + uy) j • 
also 

dx^ + dy^ ^ dX^u^ + v^) {x^ + y^) 
oder 

(22) dQ=iv^~+v^'QdX. 

Diese Gleichung für sich zeigt eine infinitesimale Ähnlich- 
keitstransformation mit dem Anfangspunkte als Pol an. 
Außerdem ist « 

dx ux — vy X 

also 

^ / rx. tgT — tgö V 

demnach konstant. Die Gleichungen (21) stellen also tat- 
sächlich eine infinitesimale spiraUge Transformation dar. 
Aber wir können auch die kartesische Gleichung der 
logarithmischen Spirale ohne Schwierigkeit auf die Normal- 
form der Gleichung der W-Kurven bringen. Aus der Para- 
meterdarstellung in Nr. 157 geht hervor 

aj + iy = -^^^(e*(i^-^) + «e-*^) = ^e(''-*>, 

x — iy= ^^\ (e*(^-i^) + ;<e*0 = yt'e(''+*> . 

Daher ist 

(23) (a? + *y)*+''(a? — t2/)*-'' = konst. . 

die kartesische Gleichung der logarithmischen Spirale. 

250. Gemäß dieser Auffassung geht die allgemeine 
Konstruktion der W-Kurven aus zwei Punkten und dem 
Pundamentaldreieck über in die Konstruktion der loga- 



350 ^* Abschnitt. Methode der Eoordinatenverwandlung. 250« 

rithmischen Spirale aus zwei Punkten und dem Auge 
mittels ähnlicher Dreiecke. 

Auch die endlichen Transformationen C, die das 
jetzt zugrunde gelegte Fundamentaldreieck unverändert 
lassen, sind Ähnlichkeitstransformationen mit als Pol, 
verbunden mit einer Drehung um 0. Wir wissen, daß 
durch C die Kurven des Systems nur vertäuscht werden. 
Daher sind alle logarithmischen Spiralen mit demselben 
Steigungswinkel ähnlich. Wir können aber C so wählen, 
daß ein Punkt P{q) in einen beliebig zu wählenden 
Punkt P'(^0 übergeht. Die Spirale 8 durch P geht dann 
in die Spirale 8' durch P' über. Lassen wir nun aber 
P\q^ auf 8 selbst rücken, so geht 8 infolge von Vq in 
sich selbst über, 8' kam durch bloße Eotation mit 8 zur 
Deckung. Jede logarithmische Spirale ist also in hezug 
auf cUis Äuge z,u sich selbst ähnlich so zwar, daß irgend 
zwei ihrer PunTcte P und P' als homolog gesetzt werden 
Icönnen. AUe logarithmischen Spiralen mit demselben Steig- 
winlcel sind demnach Tcongruent. 

Die logarithmische Spirale muß ferner zu sich selbst 
reziprok sein in bezug auf einen Kegelschnitt, der im 
Auge seinen Mittelpunkt hat und dessen unendlich ferne 
Punkte zu den Kreispunkten harmonisch liegen. Das 
kann nur sein, wenn die Asymptoten aufeinander senk- 
recht stehen. In bezug auf jede sie berührende gleichseitige 
Hyperbel mit dem MittelpunJct im Äuge ist also die loga- 
rithmische Spirale zu sich selbst reziprolc. 

Einen Punkt, der mit den drei Schnittpunkten einer 
Tangente T mit den Fundamentalseiten ein bestimmtes 
Doppelverhältnis bildet, finden wir hier, wenn wir von O 
aus eine Gerade ziehen, die mit T einen festen Winkel 
einschließt. Daher sind alle (auch die schiefen) Fuß- 
punMslcurven der logarithmischen Spirale mit ihr selbst 
Tcongruent, da sie Kurven des Systems sind. Der dua- 
listische Satz lautet offensichtlich: Alle Evolutoiden der 
logarithmischen Spirale sind mit ihr kongruent. 

Die BeriihrungspunTctslcurve eines Punktes Q muß ferner 
nach den allgemeinen Sätzen ein Kegelschnitt durch , Q 
und die Kreispunkte, also ein Kreis sein, der über OQ 
als Sehne den Winlcel ju faßt (Nt. 159). Neu erhalten wir 
den dualistischen Satz: Schneidet man eine logarithrnische 
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Spirale mit einer Geraden Q und legt in allen Schnitt- 
ptmJcten die Ta/ngerUen an die Spirale, so hOUen diese eine 
Parabel ein, die Q berührt und das Auge zum Brennpunkt 
hat; denn dies ist ein Kegelschnitt, der die drei Punda- 
mentalseiten berührt. 

251. Wir haben nun allerdings erst die dem all- 
gemeinsten Transformationstypus (1) von Nr. 242 ent- 
sprechenden W-Kurven besprochen. Da uns aber diese 
Transformationen nur so weit interessieren, als sie neue 
Kurven zu liefern oder wenigstens bekannte in einem 
neuen Lichte erscheinen zu lassen imstande sind, wollen 
wir gleich bemerken, daß die Transformationen (3), (4), (5) 
nur Kegelschnitte, Gerade und Punkte als Bahnkurven 
liefern. Wir wollen demnach nur noch ganz kurz dem 
zweiten Transformationstypus unsere Aufmerksamkeit 
schenken. Dieser geht aus dem allgemeinen dadurch 
hervor, daß zwei Ecken A^ , A^ und damit auch zwei 
Seiten (^1^2, ^1^3) des Grunddreiecks zusammenfallen. 
Wir müssen erst versuchen, die Transformationsformeln 
für diesen Fall aufzustellen. Zu dem Ende schreiben 
wir zuerst die allgemeinen Transformationsformeln in der 
Weise 

daß wohl noch die Ecken A^, A^ und die Seiten ^1^2 
und ^2^8 ^^ Fundamentaldreiecks sich selbst entsprechen, 
während der Seite Aj^A^ (fg == 0) die durch Ai gehende 
Gerade yx^ — dx^ = entspricht. Die dritte sich selbst 
entsprechende Gerade muß aber von der Form jux^ + vxi = 
sein. Nun ist 

/^xi + vx^^ßjuSi + idju + yvjSs 9 

und es ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung 

(ß — y)v = djLi, also die Gerade (ß — y)x2 + dxs = 0. Soll 

nun diese mit a?3 = zusammenfallen, so haben wir die 

Bedingung ß = y . Unsere Transformationsformeln lauten 

dann 

(24) a?i = Äfi, xi = ß^^ + d^^, xi^ß^^. 

Sie geben nach zweimaliger Anwendung 
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und A-mal wiederholt 

(25) a?i = a^fi, x, = ß'S^ + kß'-'dS^, oo,=ß'S,. 

Die Elimination von X aus diesen Gleichungen ergibt zu- 
nächst 

Dies kann man kürzer schreiben 

(26*) *f = »"'''^- 

Die W- Kurven zweiter Art sind also Projektionen der 
Exponentialkurve y = vei*^. Sie gehen demgemäß durch 

die beiden Ecken JLj , J-g , die 
bei der Transformation fest 
bleiben und berühren dort die 
feste (Doppel-) Gerade A^^ A^. 
Die andere feste Gerade A^A^ 
wird in einem Punkte ge- 
schnitten. In A^ und A^ hat 
die Kurve Endpunkte (siehe 
Fig. 176). 

Auch hier existiert eine 
Fig. 176. Invariante, entsprechend dem 

Doppelverhältnis bei den W- 
Kurven erster Art, die aber weniger einfacher Natur ist. 
Wir erwähnen nur, daß sie sich für den Fall der eigent- 
lichen Exponentialkurve auf die Subtangente reduziert, 
deren Konstanz wir seinerzeit schon aus der Gleichung 
ableiteten. 

Zusatz. Wir wollen die Differentialgleichung im vorliegenden 
Falle nur für die Exponentialkurven aufstellen. Die Transforma- 
tion wird 

also, wenn dX statt A gesetzt wird 

d^ = ^ dA log« , dr} = ßdX ,' 
so daß die Differentialgleichung lautet 

d^lSlogä = drjlß , 
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Diese erhält man natürlich einfacher aus der Kurvengleichung (26*). 
Die orthogonalen Trajektorien der Schar von Exponentialkurven 
werden gegeben durch die Differentialgleichung 

ß flog« 
welche integriert gibt 

f» = ^P(v + c) , 

d. i. eine Schar von kongruenten Parabeln mit gemeinschaftlicher 
Achse. 

In gleicher Weise ist die Differentialgleichung der binomi- 
schen Kurven y = xaH^ 

xdy = nydx . 

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien lautet also 

xdx +.nydy == , 
Die Integration ergibt 

X* -]- ny^ = konst.; 

das sind konzentrische. Ahnliche und ähnlich gelegene Ellipsen 
(n > 0) oder Hyperbeln (n < 0) . 

§ 29. Triangulär-symmetrische Kurven. 

252. Die W- Kurven der ersten Art stellen einen 
Orenzfall einer zuerst von J. de la Gournerbb i»'') be- 
trachteten Kurvenfamile dar, welche die Gleichung hat . 

(1) F = 0^x^ + 020^ + o^a^ = . 

Diese Kurven führen den bezeichnenden l^amen »trian- 
gulär-symmetrische Kurven«. Um aus ihnen die 
W- Kurven zu erhalten, müssen wir Oi + 02 + o^ = und 
m = voraussetzen. Da aber dann (1) eine Identität 
wird, bringen wir eine mit m verschwindende Größe an, 
um die Form — zu erhalten und schreiben 

OiX^ + OzX^ -{- o^x^ — mA = 0. 

Diese Gleichung läßt sich umformen in 

Gehen wir hier zur Grenze für w = über, so ergibt sich 
^ogixjx^y^ + logix^lx^Y* = A , 

^<>^ Becueil des Sav. 4tr. 1865/66, 
WuLJUTJiEB, Spezielle ebene Eurren. 23 
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oder schließlich 

Die triangalar- symmetrischen Kurven werden uns 
sofort noch mehr interessieren, wenn wir die weitere Be- 
merkung machen, daß auch die Sinusspiralen eine Unter- 
art derselben sind. Nehmen wir wieder das Dreieck OJJ' 
des im Endlichen liegenden Punktes O und der beiden 
imaginären Kreispunkte als Fundamentaldreieck, so können 
wir bei passender Wahl der Koeffizienten statt (1) schreiben 

Die Einführung von Polarkoordinaten ergibt 

^"*(cosw ö + f sinm ö) + ^"*(cosm Q — i sinw ö) = 2 a"* 

und also « /i « 

^ cosm ö = a"* , 

was für m = — n sofort in die gewöhnliche Form der 
Gleichung der Sinusspiralen übergeht. Für w = ergibt 
sich die Sinusspirale, die zu gleicher Zeit TT- Kurve ist: 
die logarithmische Spirale; das stimmt mit einer früheren 
direkten Grenzbetrachtung überein (Nr. 160, Zus.). 

253. Die triangulär -symmetrischen Kurven sind für 
irrationales m natürhch transzendent. Auf ihre verschie- 
denen Formen werden wir unten zu sprechen kommen. 
Wir möchten jetzt nur vorausschicken, daß unter ihnen 
für m = 1 die Gerade, für m = —1 ein dem Fundamental- 
dreieck umgeschriebener Kegelschnitt, für m = ^ ein dem 
Grunddreieck einbeschriebener Kegelschnitt und für m = 2 
ein Kegelschnitt enthalten ist, für den das Dreieck Polar- 
dreieck ist. 

Es -sei nun 

(2) CD = qajf + g^a^ + ^3^ = 

eine andere in bezug auf dasselbe Dreieck symmetrische 
Kurve. Wir nehmen in bezug auf einen der Kurve F 
angehörenden Punkt f^ , f g , Ig <3ie gerade Polare von * . 
Diese hat die Gleichung 

(3) P = /iql5*-^-iri + /^ff2fr'-^2 + /^^3fr'-^s = 0- 
Heißen wir also tt^ , 1^2 9 % ^^^ Koordinaten, so ist 

(4) ^u,=^gjr'y *^ = ff2frS- *^3 = ^8fr' 
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oder 

(5) «.-(?r, e& = (^)^. «.-O^- 

Setzt man diese Werte in (1), so erhält man die Olei- 
chnng der Einhüllenden der Polargeraden in Linienkoordi- 
naten 

(6) ^(5p+^(5P+^(^)^_0. 

Sind nun v^, i?2 > ^3 ^^ Koordinaten einer Geraden, die 
der Gleichung (6) genügt, so ist die Gleichung des zu ihr 
gehörigen Berührungspunktes (in den laufenden Linien- 
koordinaten Uij U^y %) 

die Koordinaten x[y xi, xi ihres Berührungspunktes also 
(8) ^^^;^_^^^^-i . 



^i'^ 



Hieraus folgt 



A*-l 



(9) e'i?<=d<a?/«-/*+^. 

Setzt man diese Werte in (6), so ergibt sich die Punkt- 
koordinatengleichung der Enveloppe in der Form 



(10) a^xT-^^' + ä^ 0^-^*+^ + 03 x^'^^' , 

wo nur wieder Xi für o?/ gesetzt wurde. Die Einhüllende 
ist also wieder eine triangulär-symmetrische Kurve. Nennen 
wir für einen Augenblick die Exponenten der Gleichun- 
gen (6) und (10) p und q, so sehen wir, daß zwischen 
der Ordnung und Klasse einer triangulär -symmetrischen 
Kurve die umkehrbare Beziehung besteht l/p + Ijq = 1 . 
Die Bezeichnungen Ordnung und Klasse sind hier in dem 
ersichtlichen weiteren Umfang zu nehmen. Die angeführte 
Beziehung ergibt sich auch direkt, wenn man in (2) /i = 2 

23* 
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nimmt und q = ?2 = ^s = 1 setzt. Dann ist (6) die Polar- 
reziproke von F in bezug auf den Kegelschnitt (2), die 
sich nur dadurch von F unterscheidet, daß Linienkoordi- 
naten statt Punktkoordinaten gesetzt sind. Gleichung (10) 
stellt dann, wenn wir die Punkt- durch Linienkoordi- 
naten ersetzen, die Tangentialgleichung von F dar. Sie 
hat den Exponenten ml{m — 1) und es ist in der Tat 
1/m + (m — l)/m = 1 . Ist p = , so ist auch g = , 
wie wir bei den W- Kurven direkt bewiesen haben. Daß 
jede projektive, quadratische oder höhere Transformation 
der. Form '&Xi = ßixp, die das Grunddreieck invariant 
läßt, die triangulär -symmetrische Kurve wieder in eine 
solche überführt, ist ohne weiteres evident. Ist das 
Dreieck der x^ ein anderes als das der a?<, so ist eben 
das neue Dreieck Pundamentaldreieck der neuen Kurven. 
254. Um spezielle Formen der triangulär-symmetri- 
schen Kurven zu erhalten, legen wir wieder die eine Seite 
ins Unendliche und führen die beiden anderen als, wenn 
nicht anders bemerkt, rechtwinklige Achsen ein. Dann 
schreibt man die Gleichung gerne in der Form 

<"> ©■+{fr-'- 

Man nennt die ganze Familie (11) dann »Lam^sche 
Kurven« 1^®) Für diese beweisen wir jetzt einen wich- 
tigen Satz, der durch Projizieren nicht zerstört wird, also 
auch für die allgemeinen triangulär-symmetrischen Kurven 
gilt. Er bezieht sich auf die Ejrümmung der Kurve i®^). 
Es ist nach (11) 

dy l^"" I^Y'^ 

dx \al \yl * 

Hieraus kann man den zweiten Differentialquotienten in 
der Form ableiten 

aaj' xy dx \^ dxl ^ 



"«) Lamä, Examen des diff. müh etc., Paris 1818, 105 flP. 
199) Q FouBBT, C. R. Ac. So. Paris 110, 1890. — R. Godkfboy, 
J. Ec. polyt, cah. 62, 1892; Nouv. Ann. (3) 5, 1886. 
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und es wird folglich , 

(12) «,- ' * " 



|»-«Ä(»-'Ä)' 

Der Krümmungsradius einer Lamöschen Kurve (11) ist 
also eine Funktion des Exponenten m, der Koordinaten 
des Inzidenzpunktes (x, y) und der Eichtung der Tangente 
in diesem Punkt {dyjdx). Alle Kurven desselben Expo- 
nenten, die sich in einem Punkte P berühren, haben so- 
mit in diesem Punkte nach Größe und Eichtung denselben 
Krümmungsradius. Legt man aber eine Lamfeche Kurve 
vom Exponenten n durch P, die (11) dort berührt, so 
wird das Verhältnis der Krümmungsradien nur von den 
Exponenten abhängen; es ist nämlich 

(13) «,„:«n=(n-l):(m-l). 

Man kann daher den Krümmungsradius jeder durch einen 
Punkt P gehenden Lamfechen Kurve konstruieren, wenn 
man nur den eines Kegelschnittes kennt, der zur Fa- 
milie (11) gehört und durch P in derselben Eichtung geht. 
255. Nun existiert tatsächlich der Satz: Das Ver- 
MUnis der Krümmungen zweier Kurven in einem FunJcte, 
wo sie sich berühren, wird durch projeJctive Transformation 
nicht geändert^^^). Wir wollen einen einfachen Beweis 
dafür beibringen. Die beiden Kurven können wir für den 
betreffenden Punkt P durch ihre KJrümmungskreise von 
den Eadien r und R ersetzen. Deren Gleichungen sind 
dann in bezug auf Tangente und iN'ormale des Kurven- 
punktes 

a?2 + y2 — 2ry = 0, x^ + y^ — 2Ry = 0. 

Wir wenden nun auf diese beiden KJreise dieselbe ganz 
allgemeine projektive Transformation an. Es beeinträch- 
tigt aber die Allgemeinheit nicht, wenn wir die Formeln 
so wählen, daß der Punkt P und die a?-(|-) Achse sich nach 
der Transformation wieder decken. Dann können wir 
setzen >. i 



ju,S + vr} + o pi + vtj + a 



*°°) R. Mbhmke, Zeitschr. Math. Phys. 36, 1891, 206—13. — 
E. WöLFFiNG, ebenda 38, 1893, 237—49. 
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Durch diese Substitution geht etwa der erste Kreis über 
in den Kegelschnitt 

^2(^2 _ 2rr + 1) + 2(fj{(K '-r/i) + P-2ra^ = 0. 

Dieser hat im Anfangspunkt die oskulierende iN'äherungs- 
parabel P — 2rarj = 0, die- durch die beiden letzten 
Glieder gegeben wird. Ihr Krümmungskreis, also auch 
der des Kegelschnittes, hat den Eadius r o (vgl. Nr. 126), 
der Ejpümmungskreis des aus dem zweiten der ursprüng- 
lichen Kreise hervorgehenden Kegelschnittes gleicherweise 
den Eadius Bo. Beide Krümmungsradien wurden also 
durch die projektive Transformation mit o multipliziert. 
Damit ist der angegebene Satz bewiesen. Der durch 
Gleichung (13) ausgedrückte Satz gilt also für alle trian- 
gulär-symmetrischen Kurven, insbesondere auch für die 
W- Kurven (m = 0). Nimmt man in diesem letzteren 
Falle etwa n = 2 , so kann man sagen: Der Krümmungs- 
radius einer W- Kurve in einem PunMe P ist entgegen- 
gesetzt gleich dem Krümmungsradius desjenigen dem Fun- 
damentaldreieck Tconjugierten Kegelschnittes ^ der in P die 
W-Kurve lerührt. 

256. Die Formen der Lam^chen Kurven, und damit 
der triangulär -symmetrischen Kurven, bieten eine große 
Mannigfaltigkeit dar. Wir können daher nur die typischen 
Gestalten angeben, ohne uns auf eine genauere Diskussion 
einzulassen. Zu allererst scheiden sich die Kurven in 
algebraische {m rational = p/q) und transzendente (m irra- 
tional). Die Formen sind sodann verschieden, je nach- 
dem m>l, l>m>0, m<0 ist. Die Gerade (m = 1) 
und die TT- Kurve (m = 0) bilden die Übergangsformen. 
Bei rationalem m müssen wir außerdem unterscheiden, 
ob Pj q bzw. gerade oder ungerade sind. So ergeben 
sich die folgenden 12 Typen, wobei wir immer nur die am 
meisten charakteristische Form (sei es Lamösche oder all- 
gemeine Kurve) angeben: 

I. w = p/g > 1 ; 

a) gerade/ungerade: Die Lamösche Kurve von der 
Gleichung (11) hat in den Punkten a? = +a, y = 0; 
a? = , y = ±6 Flachpunkte mit x = ±ay y = ±6 als 
Tangenten und schließt sich für immer größer werden- 



25%. 
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des m immer mehr an das Eechteck dieser vier Tangenten 
an. Mg. 177 stellt die Kurve (|a?)* + y* = 1 dar. 

b) ungerade/gerade: Die triangulär -symmetrische 
Kurve (Mg. 178) hat auf den drei Koordinatenseiten 
Spitzen (höherer Art), deren Tangenten durch die Gegen- 




Flg. 177. 



Flg. 178. 




Flg. 179. 



ecken laufen. Die niedrigste Kurve dieser Oattnng ist 
von der 6. Ordg. und hat die Gleichung 

Die zugehörigen Tangenten sind 

a{a?i — af ajg = 0, af a?2 — <?3 ^s = 0, a|a?3 — - a{a?i =» 0. 

Sie gehen jedesmal durch einen Punkt. 

c) ungerade/ungerade: Die triangulär-symmetrische 
Kurve hat auf den drei Seiten Wendepunkte (höherer 
Art) mit drei Tangenten, die durch die Gegenecken laufen. 
Die drei Punkte Uegen in einer Geraden [Fig. 179 (a)]. 
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Die entsprechenden Lam6schen Kurven haben die Gerade 
fl?/« + vl^ = als (Wende-)Asymptote. Beispiel x^ + y^^ a^, 
wo die Punkte x == a, y = 0; x = , y = a einfache 
Wendepunkte sind [Fig. 179 (&)]. 

IL m = plq<l (>0); 

a) gerade/ungerade: Die Lamösche Kurve hat den 

Charakter der Ellipsenevolute y—j + y~j == 1 , die für 

a = i in die reguläre Astroide übergeht, für schiefe Achsen 
eine projektive Astroide darstellt; also Spitzen in den 
Punkten x = +a, y = 0; a? = 0, y == ±a mit den Achsen 
als Tangenten. 

b) ungerade/gerade: Typus des dem Fundamental- 
dreieck einbeschriebenen Kegelschnittes (m = ^) . Die 
Transversalen von den Ecken nach den gegenüberliegenden 
Berührungspunkten laufen durch einen Punkt. 




W 



Flg. 180. 



c) ungerade/ungerade: Die drei Punkte auf den 
Seiten des Fundamentaldreiecks sind Wendepunkte mit 
den ^iten als Tangenten; sie liegen in einer Geraden. 
Einfachstes Beispiel die Kubik, ' bezogen auf das Dreiseit 
ihrer drei reellen Wendetangenten: 

o^xj + ^2 4 + ^3 4 = [Fig. 180 (a)]. 



Die Kurve kann in . die Lamösche Form xi + yi = a* 
projiziert werden. Siehe Fig. 180 (h) (ohne Asymptote, da 
die unendlich ferne Gerade Wendetangente ist). 
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HL m = plq<0', 

a) gerade/ungerade: Kurve mit Inflexionsknoten 
in den drei Ecken [für m = — 2 je nach den Koeffizienten 
und der Art des Pnndamentaldreiecks Kreuzknrve, Kohlen- 
spitzenknrye, Bernoullische Lemniskate; im allgemeinen 
die Oestalt der Sanduhrknrve (Nr. 16)]. 

b) ungerade/gerade: Die Knrve hat in den Koordi- 
natenecken Spitzen. Ist das Koordinatendreieck gleich- 
seitig, sein Schwerpunkt der Einheitspunkt der Koordi- 
naten, so stellt 

x^^ + x^^+x^^^O 

die Steinersche Hypozykloide dar. 

Die drei Spitzentangenten laufen immer durch einen 
Punkt. 

c) ungerade/ungerade: Typus des dem Grunddreieck 
umbeschriebenen Kegelschnittes (m = — 1). 

Die Kurven von der Art III entstehen aus den ent- 
sprechenden der Arten I und II durch die quadratische 
Transformation ^Xi = ^^~^ , was der Leser im einzelnen 
näher verfolgen möge^oi). 

IV. m irrational. 

I. w > 1 . 

Die Kurve besteht nur aus dem im ersten Quadranten 
liegenden Bogen der Kurven von der Art I, der gegen 
den Anfangspunkt konkav liegt. 

n. 0<m<l. 

Die Kurve besteht nur aus dem im ersten Quadranten 
liegenden, gegen den Anfangspunkt konvexen Bogen der 
Kurven von der Art II. 

Bei allgemein liegendem Koordinatendreieck sind es 
die Projektionen dieser Bögen, die allein die ganze Kurve 
darstellen. Wird m immer kleiner, so rücken die Enden 
des Bogens, der zwei Koordinatenseiten berührt, immer 
mehr zu den auf der dritten Seite liegenden Ecken, bis 
sie für w = in diese fallen. 

m. w<o. 

Die Kurve besteht aus einem einfachen Bogen, der 
zwischen zwei Koordinatenecken verläuft. Man sieht, wie 

*^^) Vgl. hierzu des Verf. Algebraische Kurven § 35. 
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dieser aus dem der W- Kurven hervorgeht. Zwischen I 
und II liegt die der Geraden (m = 1) entsprechende Strecke. 
Zusatz. Wir stellten seinerzeit die (schiefe) Astroide als Ein- 
hüllende einer Geraden und eines Systems von Kegelschnitten 
dar (Nrn. 22 und 88, Zus.). Diese Erzeugungen sind SpeziiJfäUe 
einer ganz allgemeinen Erzeugungsweise aller Lam^chen (oder 
triangulftr-symmetrischen Kurven), die hier noch beigefügt werden 
soll. Die Koordinaten können im folgenden schiefwinklig an- 
genommen werden. Wir schreiben aber nur der Bequemlichkeit 
wegen das Ganze in x, y; der Satz kann durch Projektion auf 
jede triangulär- symmetrische Kurve übertragen werden. Es sei 

eine Lam^che Kurve, f und 17 die Abschnitte auf den Achsen, 
zwischen denen die Belation bestehen möge 

m (4)-- (:!)■-. 

WO t und w feste Strecken bedeuten. Wir wollen nun die Ein- 
hüllende von [1] suchen. Durch totale Differentiation von [1] 
und [2] ergeben sich zwei Gleichungen, deren Zusammenbestehen 
durch 

i-^J ^ + n Qmfn 

bedingt ist. Statt dessen schreibt man 



[3*] ,; = ^y'»+« 1«;'»+'» , f = ^0?»" + « «"» + « . 

Setzt man diese Werte in [1] und [2], so ergibt sich ^ = 1 und 



t) +(f) =1 

als Enveloppe. — So hüllt eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten in den Abständen d, d^ zu den Koordinatenachsen 
parallel laufen und die immer durch den Anfangspunkt geht, eine 
gleichseitige Kreuzkurve ein, wenn (i* + d'* = r', der Asym- 
ptotenschnittpunkt also auf einem Kreis (vom Badius r) um den 
Anfangspunkt bleibt. 

§ 30. Die Radialen. 

257. Wir kehren nun wieder zur Umdeutung von 
Gleichungen in andere Koordinatensysteme zurück , die 
uns auch auf die TF- Kurven und ihre Yerallgemeinerungy 
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die triangulär-symmetrischen Kurven, geführt hatte. Unter 
den natürlichen Bestimmungselementen einer rKurve wähl- ' 
ten wir vorzugswejge Ä und 8 aus, um die Kurve darzu- 
stellen. Es ist uns aber schon bekannt, daß auch eine 
dieser beiden Größen in Verbindung mit dem von einer 
festen Tangente aus gezählten Tangentenwinkel t* zur 
Aufstellung einer die Kurve völlig charakterisierenden 
Gleichung verwendet werden kann. Der Übergang von einer 
solchen Gleichung zur gewöhnlichen natürlichen Gleichung 
ist vermittels der Eelation ^dx = d8 jederzeit leicht 
möglich. Wir wollen nun zunächst die Gleichung 

(1) «=/(r) 

betrachten. Was liegt näher, als sie in Polarkoordinaten 
umzudeuten? Wir brauchen zu dem Ende nur von einem 
festen Punkte aus Strecken anzutragen, die den Krüm- 
mungsradien von (1) gleich und gleichgerichtet (»äqui- 
pollent«) sind und die dem Winkel t = entsprechende 
Gerade als Polarachse zu nehmen. Gleichung (1) geht 
dann über in 

(2) Q =/(ö) . 

Die so entstandene Kurve, die ein deutliches Bild von 
dem Verlauf der Krümmung bei der Grundkurve gibt, 
heißt man seit Tucker^o») »Eadiale« der gegebenen Kurve. 
Es ist sofort klar, daß irgendwelche Verschiebung von 
(1) nur eine Drehung von (2) bewirken kann, sowie daß 
ähnlichen Kurven ähnliche Eadialen entsprechen. Bevor 
wir aber daran gehen, auf dem angegebenen Wege für 
mehrere der bekannten Kurven die Eadialen aufzustellen, 
wollen wir einige allgemeine Eigenschaften der Eadialen 
besprechen. 

Wir bedienen uns dazu eines Verfahrens, das wir, 
obwohl es zur Untersuchung von allen aus einer Kurve 
vermittels Tangfenteneigenschaften ableitbaren Kurven- 
familien (Evoluten und Evolventen, Fußpunktskurven, 
Brennlinien, Parallelkurven usw.) geeignet ist, doch bisher 

*°^ Proc. Lond. Math. Soc. 1, 1865. Vgl. femer Loeia, Rend. 
Circ. mat. Palermo 16, 1902; Period. di mat. 17, 1901, sowie eine 
im folgenden schon benutzte, demnächst im Arch. Math. Phys. er- 
scheinende Arbeit von P. Ebkst. 
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nicht systematisch verwendeten. Es sei nämlich die Tan- 
gente einer. Kurve in der von W. P. Hiern »magisch« 
genannten 2^^) Form gegeben 

(3) T = a?cosö + y sine — p{e) = . 

Hier stellt 6 den Winkel der Normalen gegen die 
a?- Achse dar, der also von dem irgendwie gezählten 
Tangentenwinkel sich nur um eine Konstante unter- 
scheiden kann, p{6) die Länge des Lotes auf die Tan- 
gente T vom Anfangspunkt aus. In Polarkoordinaten 
ist also Q = p{9) die Gleichung der Fußpunktskurve der 
von T eingehüllten Kurve V in bezug auf den Anfangs- 
punkt. Die Gleichung von V erhält man, indem man 6 
aus (3) und 

(4) T'=a?sinö — ycosö + p'(ö) = 

eliminiert. Die Gerade T' schneidet T jedesmal in einem 
Punkte von V . Da aber T' zu T senkrecht ist, so kann 
man (4) als Darstellung der Evolute von (3) auffassen. 
Bildet man ferner durch nochmalige Differentiation 

(5) T''= a?cosö + y sinö + v''{0) --=. , 

so erhält man eine Gerade T^', die zu T parallel ist und 
durch den jedesmaligen Berührungspunkt von T' geht, 
also durch den Krümmungsmittelpunkt von V . T^' hüllt 
die zweite Evolute von V ein. Die Länge des Krümmungs- 
radius von V ist 

(6) <R^p{e) + p''(e). 

Faßt man hier ^, ö als Polarkoordinaten auf, so stellt 

(6) die Gleichung der Eadialen von V dar. Und wir 
können sagen (vgl. 'Nt. 2): 

Die Radiale einer Kurve V ist die Kissoide der Fuß- 
punlctskurve von V und der Fußpunhtshurve der zweiten 
Evolute von V in hezug^ auf einen beliebigen Pol. 

258. Diesen Satz können wir sofort benutzen, um 
ohne Anwendung der natürlichen Gleichung die Eadialen 
der zykloidalen Kurven anzugeben. Wir entnehmen aus 
den früheren Entwicklungen, daß die zweite Evolute einer 

*°^ The Quart, J. math. 6, 1864, 31—38. — Sbebbt-Sohbffers, 
DiflF.-Rechnung I. Bd. 3. Aufl. Leipzig 1906, S. 367/9. 
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solchen Kurve (Epi- und Hypozykloide, Para- und Hyper- 
zykloide, logarithmische Spirale) zur Grundkurve ähnlich 
und ähnlich liegend ist. Die beiden Fußpunktskurven in 
bezug auf das Zentrum des Grundkreises sind dann ähn- 
liche, ähnlich liegende Ehodoneen (Pseudorhodoneen, 
archimedische und logarithmische Spiralen). Ihre Kissoide 
ist also ebenfalls eine zur Fußpunktskurve ähnliche 
Bosenkurve. Führt man in der Tat in die Gleichung 
«*/a* + Ä^/6^ = 1 statt 8 den Tangentenwinkel t ein, so 

ergibt sich ftr/a = arccos(Ä/6) und q = hcoB — d als Glei- 
chung der Eadiale. 

Zusatz. Aus Gleichung (3) leitet man sofort ab, daß sowohl 
die Fußpunktskurve einer Parallelkurve zu ^ im Abstände l, 
als auch die Radiale dieser Parallelkurve Konchoiden mit dem 
Zwischenstück l in bezug auf die Fußpunktskurve F und Kadiale R 
der Grundkurve V sind. Ist V algebraisch, so entsprechen sich 
die Punkte von Y und F , sowie von Y und R gewiß (l,l)-deutig. 
Zerfällt nun etwa die Parallelkurve von V, so müssen deswegen 
auch die Konchoiden von F und R zerfallen. Daher hat man den 
Satz: Die Fußpunktskurve und Radiale einer Bichtungskurve sind 
Kurven erster Kategorie [vgl. Nr. 79 u. *<**)]. An den algebraischen 
zyklischen Kurven läßt sich das sehr schön verfolgen, da diese, je 
nachdem die Anzahl ihrer reellen Spitzen gerade oder ungerade 
ist, Richtungskurven sind oder nicht, und wir auch für die Rosen- 
kurven einen entsprechenden Satz schon aufgestellt haben (Nr. 105). 

259. Wir müssen nun zuerst einen Satz über die 
Flächen der Fußpunktskurven 2<>4) einschalten, um diesen 
dann sofort auf die Fläche der Eadiale anzuwenden. Die 
Fläche der Fußpunktskurve von V ist 

Diese Fläche ist, wenn man das Integral über die ganze 
Kurve erstreckt, endlich, soferne nur die ganze Fußpunkts- 
kurve im Endlichen liegt, V also von der unendlich fernen 
Geraden nicht reell berührt wird. Nur ist eventuell der 
erweiterte Flächenbegriff in Anwendung zu bringen (Nr. 8). 
Die Fläche der Fußpunktskurve der ersten Evolute von 
V, die auch oft »Gegenfußpunktskurve« genannt wird, ist 

«0*) E. Catalan, M6m. Soc. Li^ge (2) 13, 1886, 230. — Vgl. 
ferner K. Tsubuta, The Mess. math. (2) 23, 1894 und verschiedene 
Antworten im Int. math. 2, 1896, 107/9 u. 344/5. 
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Diese Fläche ist, auf die ganze Kurve erstreckt, endlich, 
wenn die Evolute nicht von der unendlich fernen Geraden 
berührt wird. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn V 
überhaupt nicht durchs Unendliche geht*®^). Man hat 
nun nach dem obigen 

/-/i = i/[p»(ö)-p'*(ö)]de. 

Diese Differenz ist also gewiß endlich, wenn nur W sich 
im Endlichen schließt. Wir wollen nun aber auch die 
Fläche von V selbst, die wir /"^ nennen wollen, durch 6 
auszudrücken suchen. Diese Fläche ist, wenn wir die 
Polarkoordinaten der Punkte von V mit § , g> bezeichnen. 

Aber man hat 

p = ^ cos(ö — Ä) , — p' = ^ sin(ö — a>) , 
also 

^2 = p» + p'2. 

Femer 
demnach 






also 



das Integral über die ganze Kurve genommen. ITun er- 
hält man durch partielle Integration 

Es ist aber nach (3) und (4) 

(7) — p p'= i(a?2 — y^) sin2 Ö — a?y cos2 Ö , 

und dieser Ausdruck muß um die ganze Kurve herum 
genommen werden. Wenn nun etwa 6 beständig zunimmt, 
so kann man den Ausdruck einfach zwischen den Grenzen 
ö = und 6 = 2v7i nehmen und er verschwindet offen- 
sichtlich. Setzen wir daher noch weiter voraus, daß V 

806J YgL über die Charaktere der Evoluten, Fußpunkts- 
kurven usw. algebraischer Kurven Salmon-Fubjdlke, Höhere Kurven, 
2. Aufl. Leipzig 1882; Kap. lU, insbes. S. 119. 
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keine Wendepunkte habe (wohl aber eventuell Doppel- 
punkte und Spitzen), dann ist 

somit 

(8) /;=/"-/;, 

d. h. mit Worten: Die Differenz der Flächen der Fuß- 
punktskurve und Oegenfußpunktslcurve einer im Etlichen 
geschlossenen Kurve V ohne Wendepunkte ist gleich der 
Fläche der Kurve V seihst. 

260. Kehren wir zur Eadiale R der Kurve V zurück. 
Hat ^ die eben näher bezeichneten Eigenschaften, so ist 
auch R im Endlichen geschlossen. Dann ist die Gesamt- 
fläche von R , wenn man über die ganze Kurve integriert, 
nach (6) 

(9) Fr-ij[p{0) + p''m'de. 

= ^fp'do +. \jp''^de +jpp''de . 
=-\jp^de + \jp''^dd + pp'--jp'^de. 

Es kommt nun wieder darauf an, daß pp' über die ganze 
Kurve V genommen verschwinde. Genügt also V den 
oben gegebenen Bedingungen, so wird 

(9*) Fr = i/[p^ - P'^ de - i/[p'« - p^'T de . 

Nach Satz (8) können wir also sagen: Die Fläche der 
Radiale einer im Endlichen geschlossenen Kurve V ohns 
Wendepunkte ist gleich der Differenz aus 
den Flächen der Kurve und ihrer Evolute. 
Es sei nun die Eadiale von V wiedcJr 
in der Form (1) ä=/(t) gegeben. Dam,n 
ist ihre Fläche 

(10) fr-^l'R'dr. 

Dies ist zu gleicher Zeit die Fläche zwi- 
schen der Kurve und ihrer Evolute. Denn 
das Elementardreieck hat in Fig. 181 den Fig. ist. 

Inhalt \ «(« + d«) dr, was in der Grenze 
in \ ^2 ß^j; übergeht. Ferner ist die Mannheim sehe Kurve M 
von V dargestellt durch die Gleichungen (vgl. Kr. 162) 




368 V.Abechnitt Methode der KoordinatenverwandluDg. 260, 26L 
Die Flache der Mannheim sehen Knrve ist also 
(11) Fm=fydx=f^dT. 

Demnach igt die Fläche der Mannheimschen Kurve einer 
Kurve ¥ doppeU so groß wie die entsprechende Fläche der 
Radiale von W. 

Auch zwischen den Bogenlängen von M und R be- 
steht eine einfache Beziehung. Es ist 



(12) 8r=l}W+lR'^dr 
und 

(13) «« =lidW+Wdi^ =liW+W~^dr . 

D. h. die entsprechenden Bogen der Mannheimschen Kurve 
und der Radiale einer Kurve ¥ sind gleich lang. Beide 
Beziehungen wurden von Mannheim 2^«) selbst angegeben. 
261« Wir wollen nun die Badialen mehrerer Kurven- 
gattungen aufteilen; dabei werden sich einige merkwürdige 
Zusammenhänge zwischen Kurven* verschiedener Art er- 
geben. Für die Zykloidalen aller Art stellten wir schon 
oben fest, daß ihre Badialen Bhodoneen aller Arten sind. 
Es erübrigt noch zu sagen, daß die Badiale der gewöhn- 
Uchen Zykloide ein Kreis ist mit dem größten Krümmungs- 
radius der Zykloide als Durchmesser. Dies geht aus der 

in Nr. 258 angegebenen Gleichung ^ = 6cos — ö für& = a 

Qr 

hervor. Die Badiale eines Kreises ist natürlich ein kon- 
gruenter Kreis. 

Aus der Gleichung ^ = »*/p + q der Kettenlinien 
(Nt. 204) erhält ipan die Differentialgleichung 

d^Yp 



und daraus 

]/|arccosy'| 
was man besser in der Form 



= 2dT 



(14) «cosB(Tyjj=ff 



«<>«) G^m. cinim. S. 501. 
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schreibt. Diese Kurve, in Polarkoordinaten gedeutet, ist 
algebraisch, wenn fqjp eine rationale Zahl ist, in allen 
anderen Fällen transzendent. Sie wird besonders einfach 
im Falle der gemeinen Kettenlinie (g = p) . Wir wissen, 
daß ^cos^ö = p die Gleichung der Kampyla des Eüdoxus 
ist (Nr. 45). 

Die Evolventen der Kettenlinien vom Scheitel aus 
(Traktrizen) haben die allgemeine Gleichung (Nr. 208) 
^ =ypg(e^'/P — 1). Hieraus ergibt sich die Differential- 
gleichung ^CR _ ^ 

^^ + P«"~ V ' 
die als Lösung hat 

(15) « = yM-tg(T)/|). 

Hier gilt dieselbe Bemerkung wie vorhin. Im Falle der' 
gewöhnlichen Traktrix (g' = p) wird die Polargleichung der 
Eadialen q = p'tgO ; dadurch wird die Kappakurve dar- 
gestellt (Nr. 55). 

Wir fügen hier noch die Kettenlinie gleichen Wider- 
standes mit der natürlichen Gleichung Ä = ^a{e^l^ + e"'/*) 
an. Schon in Nr. 226 sahen wir, daß hieraus Ä cost = a 
hervorgeht. Die Polargleichung ^cosö = a stellt aber eine 
Gerade {x = a) dar. Also ist die Eadiale der Kettenlinie 
gleichen Widerstandes eine Gerade. Hieraus ist nach den 
Sätzen der vorigen Nummer wieder ersichtlich, daß die 
gemeine Kettenlinie (als Mannheimsche Kurve der Ketten- 
linie gleichen Widerstandes) elementar quadrierbar und 
rektifizierbar ist. 

262. Aus der natürlichen Gleichung der Kegelschnitte 
(Nr. 126) erhält man sofort 



dt = 



^-frmüm 



Der Ausdruck rechter Hand ist elementar integrierbar; 
man, formt ihn am besten um in 



dT = 



^«•FKÄf-ll'-i^fl 

WisLEiTNEB, Spezielle ebene Kurven. 24 
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und setzt nun 






1 = u 



woraus 



« = r, d^ = 



h{l + u)i ' 2h{l + u)i ' 



so daß die Gleichung übergeht in 

bdu 



dr = 



ja 

Substituiert man hier nochmals ^ __ 5a ^ = « > so wird 

T = arc cos y» = atc cos ^ . 

Indem man den Wert von u einführt, ergibt sich schließ- 
lich die Gleichung in ^ und t 

.. ^. /«^\* («^ cos*T + fe* sin*T)3 
^^^) l« j &3 • 

Deutet man diese in Polarkoordinaten um und führt recht- 
winkelige Koordinaten ein, so hat man die Gleichung der 
Eadiale in der Form 

(17) {a^X^ + &2 y2)3 _ ^4 54(^2 + y2)2 . 

Das ist also eine algebraische Kurve 6. Ordg. mit Spitzen 
in den unendlich fernen Punkten. Die Eichtungen nach 
diesen Punkten sind um ^n gegen die Asymptotenrich- 
tungen des Kegelschnittes gedreht. Spitzentangente ist 
die unendlich ferne Gerade selbst. Es gibt demnach keine 
Asymptote. Der Anfangspunkt ist ein vierfacher isolierter 
Punkt, dessen Tangenten die isotropen Geraden sind. Die 
Formen der Eadialen der Ellipse {h^ > 0) und Hyperbel 
(&^< 0) sind aus den Fig. 182 und 183 zu ersehen. 

Die Eadiale der Parabel erhalten wir aus (17), indem 

wir mit a^ dividieren, lim— ^ == 0, ab^ lim — = p setzen, 
in der Form 
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die sich sofort iu 

(18) (c' = ±p{x^ + y^) 

spaltet, wovon für eine bestimmte Lage der Parabel nur 
ein Yorzeichen gilt. Die Kurve ist 3. Ordg., hat einen 





Flg. 182. 



Flg. 183. 



isolierten Punkt im Ursprung und einen Wendepunkt im 
unendlich fernen Punkte der y-Achse. Die beiden Wende- 
punkte von (18) sind das Orenzgebilde, das entsteht, wenn 
die zwei Spitzen auf der unendlich 
fernen Ctoraden zusammenrücken. 

Zusatz. Die Polargleichung der Badiale - 
der Parabel q = pjcoB^O zeigt, daß sie zu 
einer Kurvenfamilie 



[1] 



Q = acoB^O 




gehört, deren Konstruktion aus dem Kreise 
Q = a cobO für positives und negatives 
ganzzahliges n aus der Gleichung sofort 
ersichtlich ist. Wir kennen außerdem von 
dieser Familie die Kurven für n = 2 (Doppel- Flg. 184. 

eilinie, Nr. 46), n = 3 (Einblatt, Nr. 108), 

n => — 1 (Gerade). Die Badiale der Parabel ist die Inverse des Ein- 
blattes. Wie dieses, wurde sie auch von G. de Longohamps von einem 
anderen Gesichtspunkte aus aufgestellt'^^ und, da sie zur Würfel- 
verdoppelung bequem ist, »kubische Duplikatrix« genannt. 
Aus einem ähnlichen Grunde heißen die allgemeinen Kurven [1] 
»Multiplikatrixkurven«. 



'*') Essai sur la giom. de la rigle etc., S. 92/4. 



24* 
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263. Wir erinnern uns, daß die Gleichung jeder n*®" 
Kreisevolvente in ^ und t lautete (Nr. 191) 

Die zugehörigen Badialen sind daher algebraische Spiralen 
höherer Ordnung; indessen sind sie für n > 1 nicht ähnlich 
zu den entsprechenden Fußpunktskurven, da diese andere 
Koeffizienten haben (Nr. 192). Z. B. konnten wir die Fuß- 
punktskurve der Sturmschen Spirale in die Form bringen 
Q = acb^ — a, während die Eadiale, da der Kurve die Glei- 
chung ^ = a(T2 4- 2 T + 2) zugehört, in die Form Q = aco^ + a 
gebracht werden kann. Das ist auch geometrisch sofort 
verständlich, weil die Sturmsche Spirale keine reellen 
Spitzen hat. 

Die Umformung der Gleichung ^ = a^-^8^ der Pseudo- 
spiralen (Nr. 231) ergibt 

(19) « = (l~n)i=^aTi^, 

also bestimmte höhere parabolische oder hyperbolische 
Spiralen. Gleichung (19) stellt höhere Hauptevolventen 
des Kreises dar, wenn n/(l — n) gleich einer ganzen Zahl g 
ist, n also die Form gl(g + 1) hat. 

Anschließend wollen wir auch die Eadialen der bino- 
mischen Kurven y = a^"**a7", wo aber x, y rechtwinkelige 
Koordinaten seien, aufstellen, eine genauere Diskussion 
für die verschiedenen Arten des Exponenten n jedoch dem 
Leser überlassen. Der in Nr. 234 (4) angegebene Wert von 
Ä wird für co = \n 

^ n(n — l)ai-«a;'»-a ' 
Außerdem ist 

d» = [1 + n^a^Ci-»)^»«^-!)]^^? , 

Setzt man hier d8 = ^dT und substituiert aus der vorigen 
Gleichung den Wert von Ä , so erhält man die Differential- 
gleichung 

dt _ af^~^dx 

n(n-l)ai-'»~ 1 + n2a2(i-«)a^(»-i) ' 

Durch die Substitution na^~'*a?^"^ = w wird diese zu 
dr = duj(l + u^) , 
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woraus na^-^af^-^ = tgt folgt. Setzt man den hieraus 
entspringenden Wert von x in den obigen Ausdruck von Ä 
ein, so kommt die Polargleichung der Eadiale einer bino- 
mischen Kurve beliebiger Art in der Form 

(20) « = —^ — 



n-2 • 

nn-l(n — 1) COS»T(tgT)n-l 

Hieraus geht sofort die kartesische Gleichung hervor: 

(20*) yn-2^n-l _ cn-l(^2 + y2)n-l ^ 

WO c die Konstante von (20) ist. Für rationales n ist also 
die Eadiale wie die Grundkurve algebraisch. 

Entweder mittels der Gleichung in ^, t oder auch 
mittels der magischen Gleichung der Tangente kann man 
das Problem lösen, eine Kurve zu suchen, zu welcher eine 
gegebene Kurve die Eadiale ist. Der Leser mag so die 
von uns gegebenen Beispiele umkehren. Man findet natür- 
lich für die Gerade als »Antiradiale« die Kettenlinie; für 
den Kreis bei beliebigem Pol ist das Problem schwieriger. 
Mit Hilfe der Vektorenrechnung gelang C. Mineo die Auf- 
stellung einer Parameterdarstellung und Diskussion der 
betreffenden Kurven ^os). 

§ 31. Arculden. 

264. Wir hätten nun auch noch die Gleichungsform 

(1) 8 = 0{r) 

einer Umdeutung in ein anderes Koordinatensystem zu 
unterziehen. Man könnte hierzu verschiedenes vorschlagen, 
insbesondere auch wieder Polarkoordinaten einführen. Man 
erhielte dann nach der Bem. in Nr. 225, Zus. die Eadiale einer 
Evolvente von (1). Diese Tatsache wird uns weiter unten 
von Nutzen sein. Hier wollen wir eine andere Umdeutung 
von großer Tragweite besprechen, die von B. Köstun^o») 
gegeben wurde. Es sei 

X +-vy — w = 

2'*«) S. Rend. Circ. mat. Palermo 24, 1907, 258—265. — Bez. 
der .angewandten Methode Bubali-Forti, ibid. 16, 1902, 185 — 191. 
*°») Diss. Tübingen 1907. 
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die Oleichnng eiiier Geraden, diese also durch die Linien- 
koordinaten Vj w bestimmt. Von diesen Größen ist w 
der Abschnitt, den die Gerade auf der a?-Achse macht, 
V = tgq) die Tangente des Winkels q) , den das Lot vom 
Anfangspunkt auf die Tangente mit der positiven a?-Achse 
einschließt. Die Koordinaten Wj 99, die z. B. bei 
8almon-Piedleb*i<>) mehrfach verwendet werden und von 
denen Aousrii«) einen ausgedehnten Gebrauch macht, nennt 
man zweckmäßig »axiale Linienkoordinaten«. Ersetzt man 
nun in der natürlichen Gleichung (1) 8 , r durch die axialen 
Linienkoordinaten ti;, 9?, so ergibt sidi eine Kurve B 

(2) fi? = $(9?) = (P(arctgi?) , 

die sich aus der Grundkurve, die wir wieder V nennen 
wollen, durch folgende Konstruktion ableiten läßt: Man 
nehme die Tangente von V , für welche t = ist, als 
ä?- Achse und trage auf ihr, von einem beliebig zu wählen- 
den Anfangspunkt aus, die Strecken OQ = w =^8 auf, 
wo 8 die auf V von einem festen Punkte J. bis zu dem 
laufenden Punkte P gemessene Bogenlänge bedeutet. 
Durch Q ziehe man jedesmal die Parallele N zu der 
Kurvennormale in P. Die Enveloppe von N ist die 
Kurve B. Diese wollen wir mit B. Köstlin die »Arcu- 
ide«*^^) von V nennen. 

265. Wir geben nun zunächst eine Darstellung der 
Arcuide B in kartesischen Koordinaten, um daraus einige 
allgemeine Folgerungen zu ziehen, sodann mehrere be- 
merkenswerte Beispiele. Bezüglich alles weiteren müssen 
wir auf ein genaueres Studium der oben zitierten Disser- 
tation verweisen. Es seien Xjy die laufenden Koordi- 
naten von V, wenn V mit B auf dasselbe rechtwinklige 
System bezogen wird, f , 9/ die von B . Dann ist B als 
Einhüllende der Geraden 

f + ^ tgr — » = 
oder 

(3) f + vy'-l'ß^+7'dx = 

"0) Höhere Kurven, 2. Aufl. Leipzig 1882, Nrn. 13, 69, 74, 118, 122. 

"^) S. Mitt. math..nat. V. Württ. (2) 9, 21—30, bes. S. 27. — 
Dort ist die BenennuDg »Bogenevolute« gebraucht. Wir führen die 
Bezeichnung »Arcuide« auf persönlichen Vorschlag von Herrn 
Köstlin ein. 
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zu bestimmen. Wir haben also (3) partiell nach x zn 
differenzieren. Dies ergibt sogleich 

und hierauf mit Hilfe von (3) 



(5) f =J^l+y~^ ^±-fi+y2^ s - «sinrcosT . 

Die Gleichungen (4) und (5) geben eine Parameterdarstel- 
lung von B , wenn nur die Gleichung von V in kartesischen 
oder natürlichen Koordinaten gegeben ist. 

Jetzt bestimmen wir das Bogenelement von B . Da- 
bei bezeichnen wir die Elemente von B mit ^^ und Sj,, 
die der Evolute von V durch einen Strich über den Ko- 
ordinaten; X , y sind also die Koordinaten des Krümmungs- 
zentrums des Punktes P auf V. Man erhält 

df = sinr(2 äs sinr —- ä^ cost) 

ätj = — cost(2 ds sinr — d^cosr) 
und hieraus 

(6) dSb = 2d8 sinr — d^ cost . 

!N^un ist aber ds sinr = dy und, wie man leicht erkennt, 
d^cosT = dy, also 

(6*) s,-8o = 2y-^y. 

Setzt man ferner in (6) ds^ = 3Pft • dr^ und bemerkt, daß 
Tj = r -f ^ TT , also dtft = dr , so bekommt man 

(7) ^j = 2 ^ Sinr — -^ cost 

oder 

(7*) %=.2^ siuT — « COST . 

Die Gleichungen (6) und (7) geben eine Darstellung von B 
in natürlichen Koordinaten. 

Beisp. Um sofort die Brauchbarkeit der gegebenen Formeln 
darzutun, werde die Arcuide des Exeises Ä = r (« = r t) gleich 
hier aufgestellt. Es ergibt sich «6 = — 2rcosT, ^6 = 2rsinT, 
also sj + ^? = (2 ry , d. i. eine Zykloide, die durch Bollen eines 
Elreises vom Durchmesser r von einem Punkte dieses Kreises 
beschrieben wird. Die Konstruktion der Arcuide führt aber 
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direkt auf die Chaslessche Erzeugung (Nr. 147), bei welcher ein 
Durchmesser des rollenden Kreises vom Badius r die Zykloide 
umhüllt. 

266. Die Arcnide B mit der Gleichung 

w = <P(arctgt?) 

ist offenbar dann eine algebraische Kurve, wenn V durch 
eine in s und v = tg^ rationale Gleichung darstellbar 
ist, die V(», tg99) = lauten möge. Ist außerdem ^ 
etwa selbst eine algebraische Kurve mit der karte- 
sischen Gleichung /(a?, y) = 0, so hat man noch die 

Beziehung -J- '\- -J-tg(p = . Setzt man nun den hieraus 

zu entnehmenden Wert von tgcp in V = ein, so ergibt 
sich eine Gleichung M^i (« , a? , y) = , die in « , x und y 
rational ist. M^ ist also dann, wie man sagt, »algebraisch 
rektifizierbar«. Es folgt aber auch umgekehrt durch Eli- 
mination von X und y aus f(x , y) = , Vi (« , a? , y) = 
und /aj +/y tg99 = eine rationale Gleichung V(» , tg(p) =^ , 
so daß wir sagen können: Die Arcnide B einer algebra- 
ischen Kurve V ist dann und nur dann selbst algebraisch^ 
wenn V algebraisch reläifizierbar ist. Nach einem von 
G. Humbert zum ersten Male rein analytisch bewiesenen 
Satze 212)^ der geometrisch leicht verständlich ist, muß V 
dann immer die Evolute einer algebraischere, Kurve sein. 

Wir woUen nun über V eine andere Voraussetzung 
machen. * Die Kurve V genüge einer Differentialgleichung 
erster Ordnung 

(8) 2>(y,yO = 0, 

wo also 2> eine ganze rationale Funktion in y, y' ist. 
Diese Bedingung erfüllt nicht nur jede algebraische Kurve, 
da aus j{x , y) = und fx+fy'V'^O sich durch Elimina- 
tion von X eine Gleichung der Form (8) ergibt, sondern 
sie umschließt auch noch eine große Anzahl von tran- 
szendenten Kurven. Es läßt sich dann beweisen, daß 
auch B eine Gleichung derselben Art ©^ (^ > ^0 = erfüllt 
und daß außerdem eine in s^ und rj rationale Gleichung 
^ (*6 > ^) = besteht. 

^^^) S. die Abhdlg. „Sur les courbes algebriques planes recti- 
fiäbW, Joum. de math. (4) 4, 1888, S. 133—152. 
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Man hat in 


der Tat die 
= und 


Gleichungen 
ey-y+Sy^' 


und 


nach Nr. 3 und 4 

rj\y'+l = und 


V'- 
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'=0 



0. 

Aus diesen vier Gleichungen muß sich wirklich durch Eli- 
mination von y, y% y^^ eine rationale Gleichung ^i(r],r}')=0 
ergeben. ^ 

Außerdem ist bekanntlich 

SO daß Gleichung (6*) wird 

14-y'« 



*6 — *0 = 



y' 



Die Elimination von y , y% y^' aus dieser Gleichung und 
drei von den vier oben benützten ergibt die rationale Be- 
dingung zl (»6 , ^) = . Wir können also sagen : 

Jede Kurve V, die einer Differentialgleichung erster 
Ordnung ^{y,y^) = genügt, hat zur Arcuide B eine 
Kurve derselben Art, die außerdem algebraisch rektifizier- 
bar ist. 

267. Ist nun aber V selbst algebraisch und algebraisch 
rektifizierbar, so hat B noch eine besondere Eigenschaft. 
Dreht man nämlich die Kurve V um den Winkel (po gegen 
das Koordinatensystem, zählt aber die Bogen auf V von 
demselben Punkte aus wie vorher, so erhält man die ent- 
sprechende Arcuide Bq , indem man alle Tangenten von 
B um ihre bezüglichen Schnittpunkte mit der a?-Achse um 
den konstanten Winkel 99^ dreht und deren Einhüllende in 
der neuen Lage bestimmt 2^^). Die Gleichung V(« , tg(p) = 
geht dann über in V(« , tg(^ — (po)) = und die Tangen tial- 

gleichung ^J{w , v) = in ^J{w, j^^) = . Auch die 

neue Kurve ist algebraisch und algebraisch rektifizierbar, 
wenn nur V es ist. Denn V erfüllt eine Differential- 



*^') Diese Transformation hat E. Köstlin genauer studiert in 
den Mitt. math. V. Württ. (2) 8, 1906, 72—99. 
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gleichnng 2>(y , y^ = . Durch die Drehung geht diese 
über in 2>o(y>yO = 0, eine Gleichung, die man erhält, 
wenn man in 2> die Substitution x = xgob(Pq —yBiJKpQj 
y = xsin(pQ + ycoBq)Q vornimmt und dann x wieder mit 
Hufe der ebenso transformierten Gleichung von V elimi- 
niert. Ist aber V transzendent und erfüllt in einer be- 
stimmten Lage eine Differentialgleichung 2){y , y^ = , 
so wird dies nach der Drehung nicht mehr der Fall sein, 
da die vorhin geschilderte Elimination von x dann, wenn 
sie überhaupt möglich ist, nicht zu einer rationalen Be- 
ziehung 2>(y , y^ = führen kann. 

Die a?- Achse heißt » Eektifikationsachse« der Kurven Bq . 
Alle Kurven Bo sind, da sie vermittels ihrer Tangenten 
(l,l)-deutig aufeinander bezogen werden; von demselben 
Geschlecht und haben die nämlichen Brennpunkte, da die 
isotropen Geraden jeder Drehung gegenüber invariant sind. 

Beisp. 1. Ein sehr glückliches Beispiel für das eben Dar- 
gelegte bieten die Epi- und Hypozykloiden. Sie sind (Nr. 258) 

durch die Gleichung ^= 6cos— t dargestellt, die sofort zu der 

h ^ 

anderen s = a sin— t führt. Beginnen wir die Zählung der Bogen 
bei t = Tq , legen also die Gleichungen zugrunde 

[1] 8 = a sin— (t — Tq) , ^ = 6 cos— (t — t) , 

so hat man für B die Darstellung in axialen Linienkoordinaten 

[2] V == igt , w = a sin— (t — Tq) . 

Ist bja ein rationales Verhältnis, so sind die Zykloidalen ratio- 
nale algebraische Kurven und, die Arcuiden desgleichen, wie man 
aus [2] erkennt. Wir wissen femer, daß die Kurven [1] auch 
algebraisch rektifizierbar sind [Nr. 138 (4)]. Also müssen es auch 
die Kurven [2] sein und zwar für jeden Wert von t^, . Mittels (6) 
erhält man in der Tat für b/a ^ 1 

roi iJ2a + b \a-hb b 1 , 2a-6 \a-b ^b 11 

[3] 5,-., = --5|_j-^cos[-^T--r,J+^-^cos[-^r + -.,J|. 

Hieraus geht wegen tgT = — fylfx wirklich eine algebraische Glei- 
chung zwischen st, x und y hervor. 

Der Fall & = a (gewöhnliche Zykloide) ist für sich zu be- 
trachten. Hier ist die Grundkurve transzendent, genügt in der 
gewöhnlichen Lage einer Gleichung ^iy , ^0 = und ist durch 
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eine andere Gleichung A{8, ^) = algebraisch rektifizierbar. In 
der Tat geht aus 

X = r((p — sin9?) , y = r(l — coBq>) 
hervor dy/dx = V(2 r — y)ly , also die Differentialgleichung 

Femer ergibt sich » = 2V2r(2r — t/), so daß also «'4-8ry — 16r*=0 
ist. Trotzdem sind die Arcuiden der Zykloide nur fOr r^, = 0, also 
für die spezielle Lage algebraisch rektifizierbar, wenn sie auch für 
jede Lage algebraisch sind. 

Man erhält hier mittels (6) 

[4] 8b — 8^=^ |a(TsinTo — |cos(2t — To)) > 

was die eben ausgesprochene Behauptung bestätigt. Schon aus 
[4] ist erkennbar, daß die Arcuide für t^ = eine reguläre 
Astroide, für jeden anderen Wert von x^ die Parallelkurve einer 
solchen ist. Die Gleichungen [2] geben auch sofort die Gleichung 
in Linienkoordinaten in der Form 

[5] w'(w' + ©*) = «' w'(t; cosTo — ** sinto)* , 

wo nur noch die homogenisierende Variable u eingeführt wurde. 
Diese Gleichung [5] stimmt noch nicht mit (5*) in Nr. 76 überein. 
Machen wir aber die Drehung w = w cos^ t^—v&m^x^j » = « sin| t^ 
-f vcos^T^, so geht [5] über in 

f ^'(^' + v*) = a*(M* + t?" — « v siuT,,) (ü sin| t^ — v cos| Tq)* 
[5*J 



r w«(ü« 



= a'.(M' + v' — üv sinr^)* . 

Das ist die fiühere Form. 

Belsp. 2. Des weiteren betrachten wir die gewöhnliche 
Kettenlinie. Ihre Gleichung in 8, x ist 

[6] «=JPtg(T~g. 

Die Arcuide für die spezielle Lage r^ = hat die Gleichung in 
Linienkoordinaten pv — w = ; diese stellt den Punkt F mit 
den Koordinaten x =^ , y = p dar. Dreht man jede der durch 
diesen Punkt gehenden Geraden um ihren Schnittpunkt mit der 
X-Achse, so entsteht für jedes x^ eine Parabel, die die cc- Achse 
berührt und F als Brennpunkt hat. Diese Arcuiden sind also 
in der Tat bloß algebraisch, aber nicht auch algebraisch rek- 
tifizierbar. Ihre Gleichung ist 



w = pu " 



Beisp. 3. Nicht jede algebraische, algebraisch rektifizierbare 
Kurve besitzt eine Kektifikationsachse in dem angegebenen Sinne. 
Wir sahen dies schon im 1. Beispiel bei der Astroide. Kurven 
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mit Rektifikationsachse sind z. B. die algebraisch rektifizierbaren 
höheren Parabeln mit der Gleichung y2w + i=_ aaj2n. ij^-e Rekti- 
fikationsachse ist parallel zur o;- Achse. Für n = 1 ergibt sich die 
Neilsche Parabel, deren Rektifikationsachse von ihrer Spitze drei- 
mal so weit entfernt ist als von ihrem Brennpunkt. Näheres bei 
E. KöSTLiN a. a. 0. S. 89 ff. Andere Kategorien werden wir in der 
nächsten Nununer und in Nr. 275 kennen lernen. 

268. Der in der vorigen I^ummer bewiesene Satz über 
die Areuiden aller algebraischen, algebraisch rektifizier- 
baren Kurven V führt zu einer charakteristischen Eigen- 
schaft der Eadialen algebraischer Kurven. Der Bogen s 
der Kurve V ist gleich dem Krümmungsradius Ä einer 
Evolvente von V. Ist also M^(«,t) = die Gleichung 
von V, so ist nach dem Satz von Humbert (1fr. 266) 
^{Qj ö) = die Gleichung der Eadiale einer ganz be- 
liebigen algebraischen Kurve. Daher hat man den Satz: 

Trägt man auf einer beliebigen Geraden G durch den 
Pol der Radiale R einer algebraischen Kwve jedesmal 
eine Strecke OQ ab gleich dem Radiusvektor OP von R und 
fällt die Gerade T durch Q senkrecht zu OP , so ist die Ein- 
hüllende von T eine algebraische, algebraisch rektifizierbare 
Kurve mit G als Rektifikationsa^hse. 

Diesen Satz wollen wir gleich benutzen, um den Be- 
weis zu liefern, daß die durch die Gleichung in axialen 
Linienkoordinaten 

(9) w = a cos^**99 

bestimmte Kurvenfamilie, über die wir unten noch einiges 
mitteilen wollen, unendlich viele Gerade, und zwar aUe 
ihre eigenen Tangenten zu Eektifikationsachsen hat (n eine 
ganze positive Zahl). Wir müssen zu diesem Zwecke nur 
Gleichung (9) auf eine beliebige Tangente als Achse trans- 
formieren, die neue Gleichung w^ = ü(q)^ in Polarkoordi- 
naten deuten und zeigen, daß zu der Kurve g = Q{6) 
als Grundkurve eine algebraische Kurve als Antiradiale 
gehört. 

269. Es seien Wq , (pQ die Koordinaten einer beliebigen 
Tangente der Kurve (9), die wir als neue Achse nehmen 
wollen. Ihr Schnittpunkt O^ mit der alten Achse sei An- 
fangspunkt für die neuen Koordinaten w% q?\ Schneidet 
eine variable Tangente diese Achse in Q\ so ist 0'Q'==«;' 
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und der spitze Winkel bei Q' gleich j^ji — (p\ Man erhält 
dann laut Fig. 185 die Transformationsformeln 



^ "' cos 9?' ' 



9^'=i^ + {(p — (Po) 



Kehrt man diese um und setzt in (9) ein, so ergibt sich 
als transformierte Gleichung, da, Wq = a cos^^(fQ 

(9*) w' = a{sin«-(9.' + <p,) - eos^-<p,} ^"i^l+M . 

' Goaqp 

Ersetzen wir hier w' durch «, ^' durch t, so haben wir 
die Kurve Ä = ^(t) , die Antiradiale von q = ß{9) . Diese 
Antiradiale hat in kartesischen Koordinaten die Parameter- 
darstellung 

(10) x=lw'co&(p'd(p\ y =fw'mi(p'd(p' , 




Fig. 185. 



und es ist nur nötig, daß diese Integrale algebraische 
Punktionen von sin99', COS9?' seien; dann ist die Kurve (10) 
sicher algebraisch. 

Nun ist leicht zu erkennen, daß die geschweifte 
Klammer auf der rechten Seite von (9*) den Faktor cos 99' 
enthält; denn setzt man 9?' = ^(2 ;« + 1) jr , so verschwindet 
die Klammer. Daher ist diese rechte Seite eine ganze 
rationale Funktion von sin^?' und COS9?'. Desgleichen 
stehen in (10) unter dem Integralzeichen nur Aggregate 
von Gliedern der Form J. sin*" 99' cos** 99', wo m -}- n un- 
gerade. Es ist bekannt, daß die Integration jedes solchen 
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Gliedes eine rational ganze Funktion von sin 99% cos 9?' er- 
gibt*^*). Die Integrale in (10) sind also selbst rational ganze 
Funktionen von sin 99% cos 99', also (10) eine algebraische 
Kurve. Daraus können wir nun nach "St. 268 schließen, 
daß die Kurve (9) algebraisch rektifizierbar ist und alle 
ihre Tangenten zu Eektifikationsachsen hat. 

270. In Plückerschen Linienkoordinaten ist die Glei- 
chung von (9) 
(11) ti?(w2 + t?2)'»=aw«« + i. 

Hieraus sieht man gleich, daß die Kurve die unendlich 
ferne Gerade nur in den Kreispunkten berührt, also ganz 
im Endlichen liegt. Auch erkennt man die o?- Achse (ii == , 
w = 0) als singulare Tangente. Mit Hilfe der magischen 
Form der Tangentengleichung 

f COS9? + fjsm(p = acos^'*+^99 

erhält man (durch Differentiation) für den Berührungspunkt 

I f = a[(2n + l) — 2ncosV]<50s2'*9^, 
[ ?y = — 2ansin9?cos*'*+^99 
und hieraus 

)mi^<p]QOS^*^-^<p&ia(pdq) , 
•1) sin* 99] cos*'*~^99 cos 9? d(p 

Demnach ist die singulare a?- Achse im Anfangspunkt 
Tangente (cos 9? = 0) . Der Punkt hat nach (1 1 *) für jedes n 
den Charakter einer Spitze. Des weiteren hat die Kurve 
noch in den durch sin 9? = +l/y2(n + 1) bestimmten Punk- 
ten einfache Singularitäten, die sich durch genauere Be- 
trachtung als Spitzen ausweisen. Die Kurve kann ja auch 
gar keine Knoten haben, da nach (9) jedem Winkel 93 nur 
ein Wert von w entspricht. Die beiden Spitzen liegen, 
wie die ganze Kurve, zur a?- Achse symmetrisch. Alle 
Kurven der betrachteten Familie bestehen also aus drei 
Bögen, die in Spitzen aneinander schließen. Sie gehören 
somit zu den sogenannten »dreieckigen Kurven«, auf 
die Euler stieß, als er das allgemeine Problem zu lösen 



I ^f = 2an[l-2(n + l)« 
^ ' \ drj = -2an[l — 2{n+' 



***) S. z. B. Sbbeet-Soheffees, Diff.- w. Integr.-R, 3. Aufl., 
Leipzig 1907, S. 104/5. 
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suchte: „Gegeben ein leuchtender Punkt P; gesucht eine 
Kurve C derart, daß ein von P ausgehender Lichtstrahl 
nach zweimaliger Beflexion an C zu P zurückkehrt" ^isj^ 
Betrachtet man eine Kurve (9) als Arcuide, so ist 
die Grundkurve nach unseren früheren Sätzen ebenfalls 
algebraisch und algebraisch rektifizierbar und zwar für 
jede der durch (9) bestimmten Lagen. Den einfachsten 
Fall erhält man natürlich mittels (9) selbst. Für die 
Grundkurve V ist dann 

(13) » = a cos**T . 

Hieraus ergibt sich 

y = 2na/cos^*~^TSin*TdT . 

Zwischen der Abszisse x und dem Bogen s besteht also 
die Gleichung 

(18t) l = (2i+i.'p. 

Solche Kurven, deren Bogen einer Potenz der Abszisse 
proportional ist, sind schon öfters Gegenstand der Unter- 
suchung gewesen. Wir werden in Nr. 277 auf sie zurück- 
kommen. 

27L Setzen wir in (9), (9*), (11) oder (11*) n = 1 , so 
erhalten wir eine Steinersche Hypozykloide. Denn 
die Kurve ist vierter Klasse und hat die unendlich ferne 
Gerade als isolierte Doppeltangente mit den Kreispunk- 
ten als Berührungspunkten; sie hat ferner drei Spitzen, 
deren Tangenten Winkel von 120® miteinander bilden 
(sin (p = +^) . Die Steinersche HypozyMoide ist sonach 
die Arcuide einer Kurve mit der Gleichung s = a cos^t . 
Da hieraus Ä = — 2asinTC0ST, so lautet die natürliche 
Gleichung dieser Kurve ^^ = 4,s(a — s), die sofort in die 
Form ^2 + 4 s^ = konst. gebracht werden kann, also eins 
reguläre Astroide darstellt, 

*") Siehe P. H. Fuss „Corr. math. et phys. de quelques ciUbres 
giom. du 18' Siede", St. Petersburg, 1843, 1. Bd. S. 314, 341—54; Act. 
Erud. 1746; Act. Ac. Petrop. 1778, pars posterior, Petersburg 1781.— 
Die speziellen Kurven (11) hat Eülbb aber nicht betrachtet. 
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Wir wissen aus dem obigen, daß, wenn wir jede Tan- 
gente der Steinerschen Hypozykloide um ihren Schnitt- 
punkt mit einer festen Tangente um den Winkel i drehen, 
eine neue algebraische Kurve entsteht, die ebenfalls alge- 
braisch rektifizierbar ist. Es ist von Interesse zu sehen, 
was für eine Kurve das ist. Setzen wir in (9*) n = 1 , 
so kann man die Gleichung leicht auf die Form bringen 

w = a[sin99 sin2 cp^ — COS9? cos2 tp^ sin(9? + 9^0) , 

oder schließlich 

(14) w = — a[sin(2^ + 39?o) — sin99o] . 

Machen wir hier die Substitutionen 9? = ^ — ;^ und iq)Q—2x 
= 3 ^0 > so wird 

(15) w = — a[sin(2 ^ + 3 ^0) ~ sin^o] + c . 

Die Konstante c = a(sin99o — sin^^) bedeutet nur eine Ver- 
schiebung des Anfangspunktes für die Zählung von w ; 
also stellt Gleichung (15) dieselbe Steinersche Hypozykloide 
dar wie (14), und wir haben den Satz von Laguerre^iö): 
Dreht man jede Tangente einer Steinerschen Hypozylcloide 
um ihren Schnittpunkt mit einer beliebigen festen Tangente T 
um denselben Winkel^ so entsteht eine der ursprünglichen 
kongruente Steinersche Hypozykloide, die auch T zur Tan- 
gente hat. 

272. Wir wollen noch der Arcuide der logarithmi- 
schen Spirale q = ce"*^ {x = ctgju) für kurze Zeit unsere 
Aufmerksamkeit schenken. Wir können diese Kurve auch 
aus der Eadiale der Spirale, die mit dieser kongruent ist, 
also auf dieselbe Polargleichung gebracht werden kann, 
ableiten. Die Gleichung der fraglichen Kurve ist also in 
axialen Linienkoordinaten 

(16) w^ce^'f. 

In Fig. 187 ist die Kurve gezeichnet, indem OA = w = Qj 
'^BÄQ = (p + ^n==6 gemacht wurde. Eine Eotation der 
logarithmischen Spirale um 90^ würde die ^ in (16) an- 
gewendete Substitution cp = veranschaulichen. Da es 
auch von allgemeinerem Interesse ist, wollen wir hier an- 



*^*) S. die Abhdlg. „Sur quelques propr. de VHypocycloide ä trois 
points .de rebr.", Bull. soc. math. France, 1879 (Oeuvres II, S. 580). 
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gebto, wie ans (16) direkt die natürliche Oleichnng ab- 
geleitet werden kann. Dazu müssen wir erst die L^nge 
QP = t der Tangente (s. Fig. 186) ausdrücken. Es ist 
(t + dt) : dw = coB(p : dq> , also 

(17) < = -g^cos9.. 
Ferner hat man 

(f — ds) : (< + dt) = (COS93 — mi(pdcp) : COS9? 
und hieraus 

(18) ds = —dt + dw sin9? . 

Wendet man dieses Verfahren auf (16) an, so ergibt sich 
j ds = xw{2 sin 93 — x COS9?) dcp , oder 
\ ^ = xw{2Bm(p — X COS9?) . 




Hieraus wäre ohne Schwierigkeit auch die natürliche Qlei- 
chung in 9 , 9 abzuleiten. Es genügt aber das Vorhandene 
zur Diskussion. 

Wir bemerken zuerst, daß die Kurve bei ti7 = in 
für (p = —00 beginnt und sich bis ins Unendliche erstreckt 
für 99 = +c» . Für zwei Punkte P , Pi , deren Winkel (p , (p^ 
sich um 77 unterscheiden, erscheinen sowohl w , als auch t 
mit ^" multiphziert, letzteres allerdings negativ; aber man 
sieht, daß für 1(4 A + 3) JT > 9? > ^(4 A + 1) tt die Eichtung 
der Tangente von Q aus nach abwärts zeigt, t aber 
zwischen denselben Grenzen negativ ist. Also befindet sich 
die ganze Kurve oberhalb der Achse. Die Punkte P, P^ 
liegen also in einer Geraden mit und die Kurve be- 

WiEunTiTER, Spezielle ebene Karren. 25 
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steht aus unendlich vielen zueinander ähnlichen, in bezug 
auf ähnlich gelegenen Bogen. Da t für endliches <p 
immer endlich ist, ist die ganze Kurve zwischen zwei 
von O ausgehenden Halbgeraden E und Z enthalten. An 
die Achse H treten die Bogen berührend heran, an die 
Gerade I mit Spitzen. Nennen wir yj den Winkel (E , I) , 
so findet man aus (19) wegen Ä = tg^v'^i^- 1°^ 
Zusammenhalt mit (17) ergibt sich also die einer Spitze 
entsprechende Tangentenlänge Q/8 = *, = 2«?,sin|^^, d.h. 
es ist 08 = 0Q (Fig. 187). Die Bogen, aus denen die 
Kurve besteht, reduzieren sich schließlich, immer kleiner 
werdend, auf den Punkt O , wo in der Tat Ä = wird. 




Flg. 187. 



273« Diese Arcuide der logarithmischen Spirale ist 
nun deshalb sehr interessant, weil sie eine unmittel- 
bare VeraUgemeinerung der gemeinen Zykloide ist 2^^). In 
der Tat sahen wir schon, daß die letztere die Arcuide 
eines Kreises darstellt, der ja aus der logarithmischen 
Spirale q = c&p ^^^' für /i = ^ jt (x = 0) hervorgeht. Um 
aus (16) direkt die Zykloide abzuleiten, beachte man, daß 

(20) "57 = ^ • ^^^/^ 

*") Von diesem Standpunkte aus wurde sie von E. Köstuk 
zuerst aufgestellt. S. Mitt. math. V. Württ. (2) 9, 1907, 21—30 und 
eine zweite, erst angekündigte Abhandlung desselben Verfassers. 
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und lasse nun ins Unendliche rücken^ gleichzeitig aber 
^ » ^7K werden, so daß Ihnto • ctg/i = a wird. Dann er- 
gibt sich durch Integration die uns schon bekannte Glei- 
chung fv = a(q) — 9?o) d®r Zykloide. Die Form dieser Glei- 
chung sagt aus: Dreht man jede Tangente der Zykloide um 
ihren SchnittpunTct mit der Scheitelgeraden^ so tritt nur eine 
Verschiebung der Zykloide längs dieser Geraden ein. Er- 
setzen wir U) und q? durch q und 0j so sehen wir, daß 
die Zykloide sich aus der archimedischen Spirale ableiten 
läßt wie die »Logarithmoide« — so wollen wir jetzt 
die neue Kurve nennen — , aus der logarithmischen Spirale. 
Die Verschiebbarkeit der Zykloide, die übrigens aua der 
Ohaslesschen Erzeugung auch ohne weiteres einleuchtet, 
entspricht der Eigenschaft der archimedischen Spirale, mit 
jeder Konchoide kongruent zu sein. Ersetzen wir in (16) 
q? durch (p — q>oi drehen also jede Tangente der Logarith- 
moide um ihren Schnittpunkt mit der Achse E um den 
Winkel 9?oj »o entsteht die Kurve w^c'&^'f (o'=c6-'*''«), 
die zur ursprünglichen in bezug auf O homothetisch ist. 
Diese Eigenschaft ist derjenigen der logarithmischen Spirale 
analog, daß für diese jede Ähnlichkeitstransformation 
vom Pol aus mit einer bloßen Drehung identisch ist. 

274. Aber die Analogie 
der Logarithmoide und Zyklo- 
ide ist noch viel weitergehend. 
Betrachten wir die Länge 
von t 

(21) < = wctg/i*cos9? , 

so sehen wir sofort die Eichtig- 
keit folgender Konstruktion 
des Berührungspunktes P einer 
Tangente T ein (Fig. 188): 
Man errichte im Schnittpunk- Ro« W8. 

te Q von T mit E das Lot 

auf E und schneide dieses mit der Geraden H , die durch^ 
geht und mit E den Winkel ^jt — fj, einschließt, in dem 
Punkte öl. Das Lot QiP auf T gibt den Berührungs- 
punkt P . Wir können auch sagen, P liege auf dem Kreise 
mit dem Durchmesser QQi^wctgfi. Die Einhüllende 
aller entsprechenden Kreise ist die Gerade I . Denn fällt 

25* 
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P mit dem Berührungspunkt 8 der zweiten von an den 
Kreis gezogenen Tangente zusammen, so ist 08 = 0Q , 
was wir für die Spitzen charakteristisch fanden. Es 
ergibt sich auch direkt <80Q = \p . 

Nun denken wir uns eine logarithmische Spirale S 
auf H rollend. Ihr momentaner Berührungspunkt sei Q^ , 
ihr Pol liege in Q . Dann ist bekanntlich OQi gleich der 
Länge des Bogens von Q^ bis zum Pol. Die Be^wegung 
begann also in und der Pol beschrieb die Gerade E. 
Ist T eine durch den Pol von 8 gehende, in der. Ebene 
von 8 feste Oerade, so ist der vorhin konstruierte Punkt P 
der momentane Berührungspunkt mit ihrer Enveloppe. Wir 
können demnach sagen: BoUt eine logarithmische 8piräle auf 
einer Geraden, so hülU jede durch ihren Pol gehende Gerade 
eine Logarithmoide ein. Für /i = ^7r wird y = 0, H und Z 
fallen zusammen und werden parallel E; die vorige Er- 
zeugung geht in die Ghaslessche der Zykloide über. 

Wir sehen weiter au9 (20), wenn wir w und q) als 

Funktionen der Zeit (g) auffassen, daß -^ : -^ = xw . 

Daher können wir die Erzeugung auch folgendermaßen 
aussprechen: Bewegt sich ein PunJct Q auf einer Geraden E 
mit der Geschwindigkeit o^ und dreht sich dabei eine Gerade T 
um Q mit der WinhelgeschwindigTceit o^ , so umhüllt T eine 
Logarithmoide, wenn in jedem Augenhlich der Quotient Ou,lo^ 
proportional dem Wege w von Q ist. * Auch diese Erzeugung 
geht in der Grenze in die Ghaslessche über. 

Zusatz. Indem man (20) anders deutet, läßt sich auch eine 
der gewöhnlichen Punkterzeugung der Zykloide analoge Erzeugung 
detr Logarithmoide angeben. Femer möchten wir noch darauf hin- 
weisen, daß, wie die Zykloide eine Parallelprojektion der Loxo- 
drome des Kreiszylinders (Schraubenlinie) ist, die Logarithmoide 
eine Parallelprojektion der Loxodrome des Kreiskegels (vgl. 
Kr. 179, Zus.) darstellt, müssen aber bezüglich genauerer Aus- 
führungen zu beiden Angaben auf die Originalabhandlung ver- 
weisen. . 

275. Als letztes Beispiel in der Bichtung der zur 
Diskussion stehenden Untersuchungen mögen die Kata- 
kaustiken der binomischen Kurven y == xaf^ für parallel 
zur ^- Achse einfallende Lichtstrahlen behandelt werden. 
Fallen die Strahlen parallel zur o?- Achse ein, so muß nur 
der Exponent reziprok genommen werden. Bedeutet r, 
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wie immer, den Tangentenwinkel, der zum Inzidenz- 
punkte M {x, y) gehört, so ist die Gleichung des reflek- 
tierten Strahles in den laufenden Koordinaten f , tj 



(22) 



f^ = -ctg2., 



da dieser mit der a?- Achse den Winkel {2r — ^7i) ein- 
schließt (s. Kg. 189). Nun ist tgr ^xnaf~\ also 

tg2T = 2xna?'»-V(l-«*^^«**"^)- 
Die Gleichung des Strahles (22) kann folglich geschrieben 
werden 
(22*) 2xnaJ«-i(iy - xaf) = (f - x){x^n^x^''-^ - 1) . 

Diese Gleichung wäre nach x zu differentiieren und dann 
X zwischen beiden Gleichungen zu eliminieren, was jeden- 
falls zu einer längeren, unübersicht- 
lichen Bechnung Anlaß gäbe. Man 
hilft sich hier, indem man die Länge { 
von M bis zum Berührungspunkt Oj 
des reflektierten Strahles mit der 
Enveloppe bestimmt. Hierfür gibt 
es einen allgemeinen, schon von 
TscHiBNHAUSEN in seinem Brief- 
wechsel mit Leibniz angewendeten 
Satz (seit 1681). Erinnern wir uns 
an die Konstruktion des Punktes O^ 
für einen im Endlichen liegenden 
Lichtpunkt P (Fig. 88, S. 192) und las- 
sen dort P auf MP ins Unendliche 
rücken, so wird JCjllPif, demnach, da ÖJf = ^cost, 
FM = « cos^T , MCi{=FCi) = ^^ cosT . Wir haben also 

(23) ? = i«cosT. 

Wenden wir dies in unserem Falle an, so erhält man 
zunächst f 0? - I = i « COST sin2T 

l y — ^ = i5tcosTCOs2T 

und wenn man ^ = (1 + x*n*a?2**-^)*/«n(n — l)a?"-^ setzt 
und die Funktionen von t durch tgr ausdrückt, schließlich 

_ x^ n(n — 2)3?^*»-^+ 1 




Flg. 189. 



(24*) 
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Die Oleichung der gesuchten Enveloppe kann man als- 
dann in der Form schreiben 

(24t) n-\[Ai^+^r^^]. 

WO A = x{n — l)*""*/(n — 2)"~^ gesetzt ist. Für rationales n 
ist also auch die Katakaustik algebraisch. Zu jeder Kata- 
kaustik von der Form (24 t) gehören aber offenbar zwei 
binomische Kurven als reflektierende Kurven mit den 
Gleichungen y = xx^ und y = x'a?-^ . Man erhält eine 
Belation zwischen x und x% wenn man den Koeffizienten 
^ = «(n — l)"~i/(n — 2)*"^ gleich dem in x' geschriebenen 
Koeffizienten von f"-* setzt, wo zu gleicher Zeit n durch 
2 — n zw. ersetzen ist. So ergibt sich 

,26) .»--^!t=r=-'. 

Beisp. Suchen wir die Katakaustiken f(ir die Parabel y=iHX^ 
und die Neilsche Parabel ^ = x'x^ , d»^ren Exponenten sich zu 2 
ergänzen, so erhalten wir die beiden Kurven 

V = ^(9«' - 4{) und ,7 = 1^(4 + 3x'«f) . 

Die Bedingung (25) aber ergibt xx'= Ail^^f^. Benutzen wir 
diese, so ergibt sich die Ydllige Identität der beiden Katakaustiken. 
Führt man die Gerade 4f — 9x« = als neue ^- Achse ein, so 
erhalten die Gleichungen die Form 

und toir erkennen die J^himhausensche Kübik (Nr. 34) cds Kata- 
kaiMtik der geioöhnlichen und der Neüachen Parabel, 

276. Wir bestimmen nun die Bogenlänge der Kata- 
kaustik (24t). Man erhält 

also 

(26) » - «0 = 2Anin-2) <^*«(» " 2) ^" " ^-") ' 

Hieraus folgt, für nicht ganzzahliges n bei Hinzunahme 
von (6): Jede Katakaustik einer hinomyschen Kurve für 
Strahlen paraUel zu einer Achse ist rational rektifizierbar y 
d. h. eine Richtungshurve. Für die Kurve des vorhin ge- 
gebenen Beispiels, die Tschirnhausensche Kubik, wurde 
diese Eigenschaft schon in Nr. 95 festgestellt. 
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Ferner denken wir jetzt von der Katakaustik (24+) 
die Areuide gebildet und bestimmen deren Bogenlänge 
nach der Formel (6*): «5 — «o = 2 iy — 17 . Für fj ist die 
Formel in 'St. 266 angegeben. Es ist demnacli 

l+w'2 

V 

Nicht ohne Mühe errechnet man hieraus den Ausdruck 

_ -^^n(n^2)r + ^-'> 
(^7) 8,-^80- 2^n(n-l)(n-2) ' 

aus dem man im Vergleich mit (26) sofort sieht, daß 

(28) s,^8i==y^{8^8o). 

Der Bogen der Areuide unserer Katakaustik ist also 
dem entsprechenden Bogen der Katakaustik selbst pro- 
portional. Außerdem ist jede Tangente gegen die ent- 
sprechende Tangente der Katakaustik um ^jz gedreht. 
Daher i8t die K(Uakau8UTc zu ihrer Areuide ährilich. Nach 
unseren obigen Sätzen hat die Areuide die o;- Achse zur 
Eektifikationsaehse , die Katakaustik selbst also die 
^ -Achse. Dies ist bei der Tschirnhausenschen Kubik die 
Scheiteltangente der Kurve. Da ferner für die Areuide 
w = 8 — 8q = {1 —n){8i, — 80) ist , so hat die Katakau- 
stik dieselbe Eigenschaft in bezug auf die ^ -Achse und 
wir können sagen: Die Tangenten der in Rede 8tehen' 
den Katalcaustiken 8chneiden auf ihrer BelUifilcaiion8ach8e 
vom Anfang8punlkt au8 gerechnet StücJee aib, die den von 
einem beliebigen Punkt an geme88enen Kurvenbogen pro- 
portional 8ind. Wächst w um w\ «& um «6, so ist 
«?'=(1— n)»^. Der Zuwachs von w ist also wirklich 
dem Zuwachs des Bogens proportional. Dies führt uns 
auf einen neuen Begriff, über den wir einige Worte sagen 
müssen. 

Denken wir uns auf der t^- Achse einen Herrn mit 
einer gewissen Geschwindigkeit spazieren gehend, dem sein 
Himd, der aber eine (1 — n)""^-mal so große Geschwindig- 
keit hat, zuläuft, so daß er ihn immer im Auge behält, 
so beschreibt der Hund gerade eine Kurve wie die Kata- 
kaustik (24+), die nur je nach dem Ausgangspunkt von 
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Herr und Hnnd eventaeU in der Bichtong der 3^ -Achse 
zu verschieben ist. Nur bei gleicher Geschwindigkeit (n=0) 
versagt die Gleichung. Die direkte Inangriffnahme des 
Problems ergibt dann eine uns nicht weiter interessierende 
transzendente Kurve. 

Die Kurven (24+) heißen daher auch »Verfolgungs- 
kurven der Geraden«. Auch der aus dem angezogenen 
Beispiel hervorgegangene Name »Hundskurve« ist in 
Gebrauch *i®). Die Tschirnhausensche Kubik tritt auf, 
wenn der Hund mit doppelt so großer G^chwindigkeit 
auf den Herrn zu oder von ihm weg läuft {n=^ oder w=f) . 
Geht der Herr in einer anderen Kurve, so beschreibt der 
Hund eine allgemeinere Yerfolgungskurve. Jedoch ist die 
Integration der aus dem Problem entspringenden Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung nur im Falle der Geraden 
vollständig durchführbar. 

277. Zum Schlüsse dieses Paragraphen wollen wir noch 
kurz die Transformation besprechen, durch welche man aus 
den binomischen Kurven y = a^-*^x^ die schon in Fr. 270 
berührte Kurvenfamilie mit der Gleichung 

(29) ' « = ai-'»a?'* 

erhält. Es besteht diese einfach darin, daß man in der 
kartesischen Gleichung 

(30) y =^f(w) 

einer Kurve die Ordinate y durch die Bogenlänge 8 ersetzt. 
Die Koordinaten s , x nennt man »Bogenkoordinaten« ^i»). 
Es ist ein sog. »halbnatürliches« Koordinatensystem. Der 
Übergang zur natürlichen Gleichung in ^, » ist nicht 
schwer. Da 

(31) s=f(x), 



'**) Nach S. GüNTHEB (Studien z, Gesch, d, math. u. phya, Geo- 
graphie, Halle 1878) soll schon Lionardo da Vinci sich mit dem 
Problem beschäftigt haben. Die erste eigentliche Lösung ist von 
BoüaüEB (Möm. Ac. Paris 1782). 

*^®) Die Koordinaten wurden schon von Eolbb (Comm. Ac. 
Petr. 6, 1738, 28—36) angewendet. S. bei E. Wölffing"'). Die 
Kurvenfamilie (29) behandelten insbesondere C. B. Flbisohbb, 
Progr. Grimma 1840; M. Cantob, Diss. Frankfurt a. M. 1851, und 
RiCH. MüLLEB, Progr. Berlin 1889. Man sehe auch B. Tobtolini, 
Joum. f. Math. 26, 1843, 288—310. 
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80 hat man ds^ =f'^{x)dx^ = dx^ + dy^, also durch noch- 
malige Differentiation nach x 

dy d*y äs d*8 .,. . .„. . 
während dy/dx = if^((ß) — 1 ist. So ergibt sich aus der 



(32) « = 



/'«(ir)V/'«(«)-l 



fix) 



Die Elimination von x aus (31) und (32) führt zur natür- 
lichen Gleichung. 

278. Wendet man die Formel (32) auf Gleichung (29) 
an, so ergibt sich ohne Mühe 



(33) « 



- / 2(n-l) 



als natürliche Gleichung der Kurven, deren Bogen einer 
Potenz der Abszisse proportional ist. E. GesIbo fand 
nun 220)^ daß diese Kurven die Evoluten der Bibaucoursohen 
Kurven seien. Für diese hat man in der Tat [Nr. 214 (56*)] 
^4- 1 d^ 



da = 

V 



Ydf'-'- 



Setzt^man hier (vgl. Nr. 81) d8 = ^d^l^ und « = s, 
wo 9, 5 die Elemente der Evolute seien, so erhält man 
sofort 



(34) « 



=m^i/(f)'--*-' 



als Gleichung der Evolute einer Bibaucoursohen Kurve. 
Diese ist aber mit (33) identisch, wenn man nur dort n^ 
in die Konstante a einbezieht und n = ^{1 — v) setzt. 
So erhalten wir folgende bekannte Kurven als Bepräsen- 
tanten der Kurvenfamilie (29): 



"») Nouv. Ann. math. (3) 13, 1894. 
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v = — 3; w = 2 



gemeine Zykloide, 
Neilsche Parabel, 
Evolute der Kettenlinie, 
reguläre Astroide. 



279. Wir können auch noch den Grenzfall n = ins 
Auge fassen. Damit aber dann die Gleichung (29) einen 
Sinn behalte, subtrahieren wir rechts a , d. h. wir zählen 
die Bogen von einem anderen Punkte aus und multipli- 
zieren links mit n , d. h. wir ersetzen a durch a/n . Dann 
wird 



(35) « = a . lim^^^^^^^^ — - = alog 



»=0 



Vermittels (32) erhält man 

(36) « = -Jya2-a?2 

und dann die natürliche Gleichung 



(37) ^ = -afe^^^-l . 

Im Grenzfalle n = stellt also (29) eine Traktrix dar. 
Wir erwähnen ferner noch, daß der Gleichung, die 
derjenigen der gleichseitigen Hyperbel analog ist 

(38) x^-8^ = a« 

eine gewöhnliche Kettenlinie entspricht. Denn es ergibt 
sich « = —x^ja , also « = a + «V<* (^ = — «) • Bezüglich 
weiterer Eigenschaften der Evoluten der Bibaucourschen 
Kurven verweisen wir auf Loria S. 604/6 und die dort 
angezogenen Arbeiten 221). 

§ 32. Einteilung der transzendenten Kurven. 

280. Wir haben in diesem Buche, das sich wesent- 
lich mit metrischen Eigenschaften spezieller Kurven be- 
schäftigte, die übliche Trennung in algebraische und tran- 
szendente Kurven nicht durchgeführt. In der Tat sahen 
wir auch, daß viele Familien je nach der Wahl des In- 



**^) Haton DB LA GoupiLLiÄBB, Joum. Ec. polyt. Cah. 43, 1870. — 
O, Wbeth, Progr. Celle 1874. 
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dex algebraische oder transzendente Individuen lieferten. 
Andererseits ist uns nicht unbekannt, daß die algebra- 
ischen Kurven ein geschlossenes System bilden, dessen 
Eigenschaften durch die Eigenschaften der algebraischen 
Formen, durch das Verhalten gegenüber projektiven und 
höheren Transformationen bedingt werden. Eine ähnliche 
Theorie existiert für transzendente Kurven bis heute 
nicht. Ja es gibt für diese letzteren, trotz ihrer vielfachen 
Beziehungen untereinander, noch gar kein Einteilungs- 
prinzip. Allerdings wurde in dieser Eichtung schon ein 
nicht unbedeutender Schritt getan durch G. Loria. Dieser 
faßte alle transzendenten Kurven, die einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung fx^^ Grades 



genügen, in eine Klasse zusammen, die er »panalgebra- 
ische Kurven« nennt"^). Der Name ist sofort daraus 
verständlich, daß natürlich alle algebraischen Kurven 
selbst einer Differentialgleichung von der Form (1) ge- 
nügen, also eine Unterabteilung der panalgebraischen 
Kurven bilden. Ob nun eine gegebene Kurve eine solche 
Gleichung befriedigt, erkennt man ohne weiteres an dem 
Ausdruck für dy/dx. 

Die Differentialgleichung (1) stellt aber dann nicht 
bloß die eine, sondern ein ganzes System von Kurven dar. 
Setzt man statt x^ y die Koordinaten eines festen Punktes 
{xq , ^o) ©iiij so resultiert eine Gleichung /i**° Grades in dyjdx . 
D. h. durch jeden Punkt der Ebene gehen /i Kurven des 
Systems. Die dualistische Zahl v , die angibt, von wieviel 
Kurven des Systems eine Gerade berührt wird, erhält man 
durch den Grad der Gleichung, die entsteht, wenn man 
y = XX + a, dyjdx = x setzt. Die Zahl v ist dann die 
höchste vorkommende Ordnungszahl eines der Ausdrücke 

281. Ziehen wir nun von einem Punkte P{xq, y^ an 
alle Kurven des Systems die Tangenten, so werden deren 

"^ Ber. böhm. Ges. Prag 1901 = Le mat. pur anpl. 2, 1902. 

^'^ Solche Systeme untersuchte näher Foubbt, Bull. Soc. math. 
France 2, 1874, 72-83, 96—100. — Vgl. auch Clebsch-Lindbmann, 
Yorleaungen über Geom, I, Leipzig 1876, 962—978. 
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Berühnmgspunkte einen Ort erfüllen, der immer eine al- 
gebraische Kurve ist, die in P einen /i-fachen Pnnkt hat. 
Die Ordnung der Kurve ist leicht festzustellen. Denn 
legen wir durch P eine beliebige Oerade L , die nicht mit 
einer der jü Tangenten in P zusammenfällt, so wird diese 
noch von v Kurven des Systems berührt, und es liegen 
also auf L jiz + v Schnittpunkte des gesuchten Ortes. 
Dieser ist also eine Kurve {/i + r)*®' Ordnung. Dualistisch 
umhüllen die Tangenten in allen Punkten, wo eine Oe- 
rade Q die Kurven des Systems schneidet, eine Kurve 
(ji + v)^' Ellasse mit Q als r-facher Tangente. Ist nun 
die Orundkurve transzendent, so hat diese selbst schon 
unendlich viele Tangenten durch P und unendlich viele 
Punkte auf Q , wenn auch oft nur wenige oder auch gar 
keines dieser Elemente reell sind. Es genügt also, den 
Ort der Berührungspunkte von P an die Kurve zu kennen, 
um beide »Charakteristiken« /i und v angeben zu können. 
Z. B. fanden wir bei den Zykloidalen als Berührungspunkt- 
kurve die Fußpunktskurve eines Kegelschnittes mit dem 
Doppelpunkt in P (Nr. 150). Es ist also /i + r = 4 und 
yu » 2 , also V « 2 . Jede eigentliche Zykloidale ist also 
panalgebraisch mit den Charakteristiken (2,2). Die ger 
meine Zykloide hat die Charakteristiken /^ =« 2 , r = 1 , 
da ihre Berühmngspunktkurve eine Kubik mit Doppel- 
punkt in P ist. Ihr »Tangentenort«, wie wir das dualisti- 
sche Gebilde nennen woUen, ist also eine Kurve 3. Klasse 
mit Q als Tangente. Es ist nicht ohne Interesse, diesen 
Ort direkt aufzustellen. 

Nach Nr. 273 ist die Differentialgleichung der Zy- 
kloide in axialen Linienkoordinaten dwldq? = a , oder, 
da 9? = arc tgv , also d<p = dvl{l + v^) 

(2) ^^ ^ . 

Nun ist die Gleichung des Berührungspunktes einer Tan- 
gente {w , v) der Kurve in tc; , t; als laufenden Koordinaten 

(^\ w — w ^ dw _ a 

V — V dv 1 +v^ ' 

Soll dieser Berührungspunkt auf Q {wq , Vq) liegen, so 
muß (3) für m; == Wo , v = Vq erfüllt sein. Die w , v samt- 
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lieber Tangenten der Zykloide, die diese und alle Kurven 
des durch (2) gegebenen Systems in den Punkten von Q 
berübren, ei:füllen also die Oleicbung • 

(4) (u — Uq) («2 + 1?2) = au^iuvo — t? «o) • 

Dies ist die Oleicbung der gesuchten Enyelopx>ey wo nur 
mit u homogenisiert und ti7= 1 gesetzt wurde. Die durch (4) 
dargestellte Kurve. 3. Klasse berührt die unendlich ferne 
Gerade doppelt in den Kreispunkten, und wir können da- 
her sagen: Die Tangenten einer Zykloide in allen Punkten, 
UDO sie von einer Geraden Q geschnitten wird, berühren eine 
Bteinereehe Hypozykloide^^^). 

282« Wir erinnern uns ferner für Berührungspunkt- 
kurve und Tangentenort bei den T7- Kurven je einen Kegel- 
schnitt durch P oder mit G als Tangente gefunden zu haben 
(Nr. 248). Die TT- Kurven sind also die einfachsten Kurven 
von diesem Gesichtspunkte aus; sie haben die Charakte- 
ristiken (1,1). Außerdem geben wir unten noch das Bei- 
spiel der Traktrix, da auch hier bemerkenswerte Kurven 
sich ergeben. G. Lobia hat in seinem Buche bei jeder 
panalgebraischen Kurve die Gharakteristiken angegeben, 
die auf die oben angedeutete Weise meist leicht zu be- 
stimmen sind. Es genügt daher für uns zu wissen, welche 
von uns behandelten Kurven nicht panalgebraisch sind. 
Es sind das nur die E^lothoide, die Kettenlinie gleichen 
Widerstandes und die allgemeineli Gesäroschen Kurven. 

Zusatz. Von den vielen Sätzen, die G. Loria über die pan- 
algebraischen Kurven in Analogie mit Sätzen über algebraische 
Kurven aufgestellt hat, sei wenigstens einer noch erwähnt, da wir 
für ihn eine direkte Bestätigung haben. Man weiß aus der Theorie 
der Differentialgleichungen*'^), daß die Elimination von y' aus den 
beiden Gleichungen 

/(^, y , yO = , -^fi^, y, y') = o 

die Gleichung des Ortes der Spitzen der Integralkurven von (1) 
ergibt. Diese Elimination ergibt nun für algebraische und pan- 
algebraische Kurven eine algebraische Gleichung. Daher liegen 
auch die Spitzen jeder einzelnen panalgebraischen Kurve auf einer 
algebraischen Kurve. Zur Bestätigung dürfen wir nur an die 
Zykloidalen erinnern, deren Spitzen auf einem Kreise (ev. einer 
Geraden) liegen. 

-'**) Dabboux, BuU. math. 4, 1873. 
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Beisp. 1. Bei einer gewöhnlichen Traktrix besteht das zu der- 
selben Differentialgleichung gehörige System aus allen durch Ver- 
schiebung längs der Asymptote A imd Umklappung um diese her- 
vorgehenden Kurven. Legen wir niui an dieses System von einem 
Punkte P aus die Tangenten, so ist klar, daß auf jeder Tangente 
von ihrem Schnittpunkt mit A bis zum Berührungspunkt die kon- 
stante Strecke a abgeschnitten wird. Die Berührungspunktkurve 
der Traktrix ist also eine Konchaide des Nikamedes. Ist femer Q 
eine beliebige Gerade, Q irgendein Punkt auf ihr, so sind die 
Tangenten der durch Q gehenden Traktrizen des Systems durch 
die beiden Punkte lJ,.U^ auf A bestimmt, die von Q die Ent- 
fernung a haben. Wandert Q auf Q , so lunhüllt Q ü bzw. Q U^ 
eine (schiefe) Astroide mit Q und A als Leitlinien. Der Tangenten^ 
ort einer Traktrix ist daher eine (schiefe) Astroide, Steht Q -L A , so 
wird die Astroide regulär. Diese einfachen Ergebnisse möge der 
Leser selbst analytisch nachprüfen. 

Beisp. 2. Die Berührungspunktkurve der gewöhnlichen Kreis- 
evolvente für einen Punkt P ist eine Pascalsche Schnecke mit P 
als Doppelpunkt; wenn P auf dem Grundkreise K liegt, eine 
Kardioide (Nr. 150). Zur Kreisevolvente ist in bezug auf den 
Basiskreis polarreziprok die hyperbolische Spirale (Nr. 183). Daher 
ist der Tangentenort einer Geraden Q für die hyperbolische Spirale 
die zur Pascalsohen Schnecke dualistische Kurve. Das ist, wenn 
Q den Basiskreia K berOhrt, die Poiarreziproke der Kardioide, eine 
Maclaurinsche Trisektrix (Nr. 99, Zus.). 

Hieran mag noch eine sehr einfache Klassenerzeugung der 
letzteren Kurve geschlossen werden (E. Köstlin): Berührt eine 
Gerade G einen Kreis K vom Mittelpunkte und ist Q ein auf Q 
beweglicher Punkte AB der zu OQ senkrechte Durchmesser, so hiülen 
QA und QB eine Maclaurinsche Trisektrix ein. Denn ist B der 
Berührungspunkt von Q und K , und F der Fußpunkt des von B 
auf die Tangente in A gefällten Lotes, so ist Q der Pol von BF 
und folglich AQ die Polare von F in bezug auf K . F beschreibt 
aber die Kardioide. 



BERICHTIGUNGEN UND ZUSÄTZE. 

Zu S. 12, Z. 1 V. o. — Lies statt „0" „den Mittelpunkt". Ent- 
sprechend i. d. Fußnote^): „Statt des Mittelpunktes tritt i. 
allg. d. sog. K. ein." 

Zu S. 10, Z. 6 — 8 V. o. — Hier ist natürllßh vorausgesetzt, daß in 
der Gleichung F(x, y) = das Glied (x* + y*)« keinen kon- 
stanten Faktor hat. 

Zu S. 71. — Nach einer Bemerkung von Herrn E. Köstlik läßt 
sich die Kampyia als » Selbstkissoide < einer Parabel in 
bezug auf den Brennpunkt (0') erzeugen, indem man die 
Fokalsehnen von diesem Punkte aus als Badienvektoren an- 
trägt. In der Tat sind die beiden von 0^, ausgehenden Vek- 
toren einer Parabel für den Winkel ß 

= i« = ja 

^' 1 — cosö ' ^« 1 + oosö 

[vgl. Nr. 59 (3) und Nr. 71], so daß 

Q = Qi — Q2 = a/sin'Ö . 

Zu S. 79. — Sei in Fig. 39 PC (C auf OA) die Tangente der 
Kappakurve, •< CPO = fi, ao ist 00= q tg/i = eVö'= h sin*ö; 
daher ist OA = b cos^O imd man erhält den Punkt C, indem 
man von dem Punkte B, wo PA die Polarachse schneidet, 
auf OA das Lot fällt. Damit ist eine einfache Tangenten- 
konstruktion gegeben. 

Zu S. 136 ^). — Eine Ergänzung von R. C. Abohibalds Diss. bildet 
die Abh. y,The Cardioid and Tricuspid: Quartics with three 
Cusps'' [Ann. of Math. (2) 4, 1908, 95—104). 

Zu S. 148, Mitte. — Lies <^ AO'B' =^APB\ 

Zu S. 151, vor Zus. — Von „so sieht man ... bis ... halbiert 
wird** zu streichen. 

Zu S. 152, Zus. — PQ muß natürlich ± SS' sein. 

Zu S. 175, Fig. 80. — Zwischen P und P' soll da stehen. Links 
davon lies im Text ^ -{- d^ statt ^d^, _ 

Zu S. 183, Z. 5 des Textes v. u. — Lies ^a statt Äa . 

Zu S. 185, Z. 6 V. o. — Lies M^O;, statt M^C^. 
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Zu S. 202, Z. 1 V. u. — Lies ^-^ co statt ^^4"^ cj . 

Zu 8.241, Zm. — Die Kurve ^8in|d = m ist die Trisekante. 
Vgl. S. 81/82. 

Zu S. 242, Z. 3 V. u. — Lies „der Geraden LN". 

Zu S. 248. Z. 17 V. o. — Lies « = ^'/fe — -B) • 

Zu S. 254/55. — Das Krümmungszentrum des Punktes Q der 
Traktrix complicata liegt auf der Verlängerung von MO, da 
die Mittelpunkte zweier inversen Kreise auf einer Geraden 
durch den Pol liegen. 

Zu S. 281 (30). — Diese Eigenschaft benutzte B. Sohimmaok zur 
Konstruktion eines Katenographen (Zeitschr. Math. Physik 52, 
1905). Bei etwas anderer Anordnung wird durch den Apparat 
auch jede andere Bibaucoursche Kurve beschrieben (vgl. 
Nr. 214). 

Zu S.. 293 ff. (Nrn. 210—13). — Die Meridiankurven der Botations- 
flächen konstanter Krümmung sind ausführlich , aber von 
einem anderen €(esichtspunkte aus, behandelt bei G. Soheffebs 
„Einf. i. d, Theorie der Kurven*", Leipzig 1901, S. 97—105. 

Zu S. 390, Beisp. — Die Tschimhausensche Kubik ist Katakaustik 
der Parabel für in beliebiger Bichtung parallel einfallende 
Lichtstrahlen. Dieser von Lagübbbs (Nouv. Ann. math. 1883, 
S. 27 = Oeuvres, II, S. 645) stammende Satz wurde neuerdings 
bewiesen von £. Stüblbb in dem Aufsätze jfÜber Brennlinien 
durch Reflexion^ (Zeitschr. math. Unterr. 39, 1908, 121—144). 
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Adiabate 3^7. 

Agnesi 57. 

Älirenkurven 82. 124, 241. 

Äiry, G. B. 333. 

Ameseder, A. 128. 

Ampere 60. 

Anaüagmatische Kurven 40, 102. 

Jntüoga 287, 326. 

Antiradiate 373, 381. 

Aoust, l'Abbö 170, 374. 

Appell, P. 117. 

Archibald, R. C. 55, 136, 399. 

Archimedea 247. 

Arcuiden 373 ff.; des Kreises 375 ; 
der Kettenlini«^ 379; der Zy- 
kloidalen 378/79 ; der reKulären 
Astroide 383; der loffarith mi- 
schen Spirale 384; einer Ka- 
takaustik 391. 

Aronhold, S. 64, 189. 

Astor 4:7. 

Astrmden, projektive 125 ff , 360. 

— , reguläre und schiufe 110 ff. 
-, reguläre 129, 130, 202, 209, 
241. 360, 37», 394, 398. 

— , schiefe, s. Parallel kurve d. 
reg. Astroide; Krümmungs- 
zentrum 191. 

— , mit 2 Spitzpunkten 301, 302, 
303. 

Asymptotischer Punkt 220. 

Aubry, A. 74, 76, 82, 124. 

Barrow, J. 74. 
Hasset, A. B. 40. 
Begleitkurve der Kissoide 43, 53. 
— der geraden Strophoide 43, 
Beltrami 293. 

WnsLEiTKEB, Spezielle ebene Kurven. 



Bernoulli, Jak. 14, 275, J282. 

—, Joh. 62, 252, 282, 299. 

Bemouüische Lemniskate, s. Lem- 
niskate. 

Berührufigspunktkurve der Zy- 
kloid.ilen 209/11; der Pseudo- 
zykloidalen 218; der log. Spi- 

. rale 223; der 17-Kurven 348; 
aligemein 396. 

Bici>me 82. 

Bierens de Haan 17. 

Bifolium 26. 

Blatt, Descartessches 50, 53. 

Blum, R. 210. 

BobüHersche Konstruktionen 195. 

Bogfmevolute, s. Arcuide. 

Bogenko^irdinaten 392. 

Bois-Ayme, du 266. 

Bonnet, O. 299. 

Booth, J. 12, 39. 

Boothsche Lemniskate, s. Lemnis- 
kate. 

Bouguer 392. 

Braufimühl, A. v. 1, 

Brennlinien 99, 400. 

Brennpunkte einer Kurve 15; 
eines Kegelschnittes 180. 

Brill, A. V. 269. 

Brocard, H. 103, 152. 

Burali'Forti, C. 36, 373. 

Burmtster 169. 

Cantor, M. 68, 392. 
Cardinaal, J. 105 
Carnot 10. 
Cartesische Ovale 91 ff. 
Casali, G. 39. 
Cassini, J. D. 32. 
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CasHnische Linien 26, 32. 

Catalan, E. 65, 365. 

Catenaria 282.. 

Cauchy 63. 

Cayley, A. 84, 136, 159. 

CayUy-Sextik 136, 137, 138, 141. 

Cazamian 55, 

Ceintures 84. 

Ceaäro, E. 171, 313, 258, 288, 

289, 292, 303, 314, 315, 325, 

328, 342, 393. 
Ceva, J. 61. 
Chaales 62, 63, 64, 86, 103, 376, 

387, 388. 
Oissoide, s. Kissoide. 
Clebsch'Lindemann 395. 
Cocittd hat 82. 
Copernicus 111. 
Cornu, A. 314. 
Cotes 255, 276. 
Cramer, G. 85. 
Cremona, L. 147. 
Cubique de THöpital 55. 
CtUnque mixte 48. 
Czuber, E. 36. 
Czubersche Enveloppenbestim- 

mung 130. 

Dandelin A. 39. 
Delanges, P. 81. 
Delaunay, Ch. 279. 
Belischea Problem 42, 71. 
Desargues 199. 
Deacartes 50, 62, 92, 219. 
Descartessches Blatt 50," 53. 
Desgrangea ISO. 
Dewulf, M. 107. 
Diakaustik 99. 
— einer Geraden 130. 
Differentialinvarianten 170. 
Dxfferenzenspirale 263; ihre In- 

verse 265. 
Dingeldey, F. 330. 
Dinostratus 258. 
Diokles 41. 

Dirichlet, Lejeune 292. 
Dittrich, H. 262. 
Doehlemann, K. i, ö^. 
Doppeleilinie 71, 123, 371. 
Drehungspol 63. 
Dreiblatt, gerades 151. 



DreiblaU, regelmäßiges 124, 149, 

238, 241. 
— , Bchiefös 154. 
DreieekspotenHaUcurve 345. 
Dreistabbewegung 159, 
Dumont, F. 40, 
Duplikairix, kubische 371. 
Duporcq, E. 323. 
Durige 39. 
Dürer, A. 68, 199. 

Ebner, P. 86, 159. 

Eckhardt, E. 93. 

JEinblaU 152, 155, 371; Inverse 
des E. 371. 

Ellipse als Hypotrochoide 239, 
242. 

Eüiptische Bewegung 112. 

Emmerich, A. 346. 

Jäpis 82, 124. 

Epitrochoiden 233, 312. 

Epizyklische Bewegung 231. 

Epizykloiden 199, 365, 378. 

Epizyklaide, einspitzige vom Mo- 
dul 1/n 208. 

— , elfspitzige 208. 

Ernst, P. 320, 323, 363. 

Eudoxus von Knidos 71. 

Euler 62, 183, 199, 212, 217, 382, 
383 392. 

Evolute 120, 175, 316, 366; der 
Antiloga327; des Cartesischen 
Ovals 102; der Cayley-Sextik 
139; einer Cesiiroschen Kurve 
306; der Ellipse 243, 360; einer 
Epitrochoide v. Modul 11 243; 
der KardioiHe 134; eines Kegel- 
schnittes 129 (KrQmmungs- 
zentrum 180); der Kettenlinie 
394; der Klothoide 327; der 
log. Spirale 222; der Nephroide 
139; der Parabel 337; derPas- 
calschen Schnecke (Kardioide) 
101; einer P»eudospirale ^27; 
einer Pseudozykloidalen 217; 
der regulären Astroide 121; 
einer Ribaucourschen Kurve 
393; einer Trochoidale 242; 
einer zykloidalen Kurve 203. 

Evdutoide 177; der log. Spirale 
222; einer Pseudozykloidale 
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217; einer zyklischen Kurve 
204. 

Evolvente UO, 175; 176; der Anti- 
loga 291, 316, 319, 321; einer 
(verallgemeinerten) Ketten- 
linie 289/90; des Kreises s. u. 
Kreisevolvente; der log. Spi- 
rale 225; der Nephroide 139; 
einer Pseudokatenarie 292. 

Ikßponeniialkurve 283, 319, 352. 

— , orthogonale Trajektorien 
eines Sysfcemes v. E. 353. 

ralhenhurgy C. 258. 
Fermat 52, 58, 272, 274, 337. 
Feuerbachscher Kreis 147. 
Flachparabel 332, 335. 
Fläche einer Kurve 10; einer 

Fußpunktskurve 16. 
Fleischer, C. R. 392. 
Fokale (Fokalkurve) 39. 

— mit Knoten (focale k noeud) 39. 
Folium Cartesii 50, 52. 

— simple 152. 
Fontana 258. 
Fouret, G. 356, 395. 
Fresnel 314. 

Fuß, P. H. 383. 

Fußpunktskurven 101, 308, 310, 
366; ihre Fläche 365; ihre 
Normale 101 ; ihr Krtimmungs- 
zentrum 191/92. 

— in natürl. Koordinaten 307. 

— und Katakaustiken 193. 
der regulären Astroide 123, 

125, 238, 241 ; der ersten Evo- 
lute einer Kurve 365; einer 
Hyperbel in bezug auf den 
Scheitel 90; der Hyperzykloide 
262; der KartÜoide in bezug 
auf den außerord. Brennpunkt 
142, 241; der Kegelschnitte 
4 ff., 164/65, 167, 209—11, 218 
(Krümmungszentrum 192); der 
gleichseitigen Kohlenspitzen- 
kurve22; des Kreises 90; suk- 
zessive des Kreises 137; der 
gewöhnl. Kreisevolvente 247; 
einer zweiten Kreisevolvente 
273; der höheren Kreisevol- 
venten 267/68, 272; der gleich- 



seitigen Kreuzkurve 21 /22, 123 ; 
der BernouUischen Lemnis- 
kate 24; der Nephroide 241; 
der Parabel 35 ff., 78; der Para- 
zykloide 263; der Pseudo- 
zykloidalen 262; einer Rieh« 
tungskurve 1 18, 365 ; derSinus- 
spiralen 137; der hyperb. Spi- 
rale 254; der log. Spirale 224; 
der Sturmschen Spirale 273; 
der Steinerschen Kurve 149 ff., 
238, 241; der Zykloidalen 241. 
— , negative, der Parabel 55/56, 
119; der Geraden 118. 

Galilei 198, 209, 272, 282. 

Gauß 10. 

Qegenfußpunktskurve 365. 

Gelen icviereck 156. 

GeradfOhrung, angenäherte 162. 

Ger gönne 100. 

Gewölbelinien 284. 

Gob, A. 145, 148. 

Gournerie, J. de la 28, 353. 

Goupillihre, Häton de la 134, 
394. 

Grandi, Guido 58, 124. 

Graf, J. H. 144. 

Gruppe, kontinuierliche einglied- 
rige projektive 340. 

Gua, de .333. 

Gundelfinger, S. 10. 

Gutschoven, G. van 74. 

Günther, S. 39, 213, 392. 

Gürtelkurve 93. 

Habich, E. 307, 310, 312. 
Habichsche Formel 177. 
Ralphen 109, 347. 
Hauptevolventen des Kreises 266, 

372; ihre Polarreziproke 274. 
— der Antiloga 291. 
Meinzerling 284. 
HendU, P. 59. 
Henkel, L. 48, 53. 
Herpolhodie 264. 
Heuraet 337. 
Hiern, W. P. 364. 
Hire, de la 60, 68, 133, 189, 

197, 199. 
— , de la H.'sche Kreise 187 AT. 

26* 
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Hippiaa aus Elis 259. 
Eolzmüller, G. 32. 
Eopital, de 1' 56, 180, 193. 
Humbert, G. 376, 380. 
Hufidskurve 392. 
Huygens, Chr. 52, 53, 76, J282, 

290. 
Huygenssches Prinzip 100, 
Hyperbel, gleichseitige(natürliohe 

Gleichung) l35. 
Hyperbeln, höhere 335. 
Hyperzykloide 212,. 261, 365. 
Hypoirochoiden 233. 
Hypozykloiden 199, 365, 378. 

Inflexionsknoten 13. 
Interszendente Parabeln und Hy- 
perbeln 337» 
Iterationsfolge 338. 
Intrifisic coordinates 170, 
Inversion, zirkuläre 117. 
Isoptische Kurve 30. 

— Linie zweier Kreise 91. 
Jsotfopische Kurven 10, 

Jahnke, E. 34, 

Jakobische Differentialgleichung 

erster Ordnung 341. 
Jefabek 43, 107. 
Juel, C. 210, 

Käferkurve 125. 
Kampyla 71, 74, 369, 399. 
KavpakurvelA, 85, 109, 118,369; 

Tangentenkonstruktion 399. 
— , schiefe 75. 
Kapteyn, W. 289, 322, 
Kardicide 88, 101, 131 ff., 201, 

209, 211, 239, 241, 302, 309, 398. 
Kardioidische Bewegung 133. 
Katakaibsiiken 56, 99. 

— und Fußpunktskurven 193. 

— der binom. Kurven 388; der 
Kardioide in bezug auf die 
Spitze 138; eines Kreises 134, 
139, 144; zweite eines Kreises 
144; n** eines Kreises 208; der 
Parabel 390, 400; der Neilschen 
Parabel 390. 

Katenograph 400. 
Kaustiken 99, 400. 



Kaustiken des Kreises 102. 
— , sekundäre 100, 101. 
Kegelschnitt als Cesarosche Kurve 
307. 

— (natürliche Gleichung) 177 
bi. 179. 

Kepler, 32, 152. 

Keßlrr 193, 

Ktitenlinie 282, 291, 300, 302, 

309, 311, 312, 316, 319, 321, 

369/394, 400. 

— elliptische und hyperbolische 
284. 

— verallgemeinerte 285 ff., 321. 

— gleicrhen Widerstandes 317, 
319. 397. 

Kinematik 60. 
Kissoidtäe Koffstruktion 2. 
Kissoiden 1 ff. ; s. a. Selbstkissoide. 
— . des Diokles 37, 41, 52, 79, 

346. 
— , ^chiefe 41, 45, 79, 

— zweier kongr. log. Spiralen 
262, 263. 

Klc'blaU 124. 

Klein, F. 338, 347, 348. 

Khnoidm 284. 

Klothoide 314, 319, 321, 397. 

Klügel 164. 

Knotenkurren, 76. 

Kober, G. 128. 

Kochleoide 256, 259. 

Koh/enspifzenkurve 20, 21, 361. 

— , g'eichseitige 22. 

Konchoidale Bewegung 60. 

— Konstruktion 59/60. 
Konchoiden, gewöhnliche (und 

schiefe) 59 ff., 109, 320. 

— der Geraden 64 ff., der Kegel- 
schnitte vom Scheitel 104 ff.; 
von einem Brennpunkte aus 
106. 118; des Kreises 86 ff.; der 
gleichseitigen Kreuzkurve 122 ; 
des Nikomedes 66, 87, 321, 398; 
einer Pascalschen Schnecke 
in bezug a. d. Doppelpunkt 
118; der Rosenkurven 150; der 
Skarabäe 125; der Fermat- 
schen Spirale 275, 321; einer 
Galileischen Spirale 272; der 
hyperb. Spirale 253, 321; der 
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log. Spirale 321; der Stro- , 
phoiden 78; des regelmäßigen ' 
Vierblattes 123. 

Konchoiden in bezug auf eine i 
Aobse 84. 

— . natürliche 320; der Antiloga 
321. 

— , Slusesche 53, 79. 

— , verallgemeinerte 2. 

Konchonpirale 321. 

Koordinaten, halbnatürliche 392; 
natürliche 170. 

Koordmafenverwandlung 313 ff. 

Kosnh, F. 330. 

Köstlin, E. 373, 374, 377, 380, { 
386y 398, 399. 

Koppelkurve des Kurbelgetriebes I 
156 ff.; ihr Krümmungsradius 
193. 

Kowalewski, G. 171, 

Krause, K. Chr. Fr. 170, 286, 
316. 

Kreisevolvente (gewöhnliche) 176, 
197, 201, 203, 211, 248, 252, 
254. 269, 316, 321. 322. 

— , allgemeine 245, 312. 

— , höhere 265. 

Kreisringfläche 28. 

Kretnphnt 82. 

Kreuzkurve 19, 21, 72, 82, 124, 361. 

— , gleichseitige 21/22, 122, 241, 
362. 

Krümmungsradius (Differential- 
formel) 83. 

Krümmungs^schwerpunkt 12, 16, 

Kubik, rationale als Kissoide 
45/46. 

— , rationale zirkuläre 36, 77, 
211. 

— als triang.-symm. Kurve 360. 

— , Tschimhausensche s. u.Tsch.'s 
Kubik. 

Kurhelgetriebe 156. 

Kurve, algebraische, transzen- 
dente, außerordentliche 1. 

— , algebraisch rektifizierbare 
376. 

— , Steinersche s. u. St.'sche 
Kurve. 

Kurven, anharmonische 347; bi- 
nomische 328 ff., 390 (orthog. 



Trajektorien 353); Cesärosche 
204. 205, 303, 397; Delaunay- 
sche 279, 294, 298, 309, 311, 
312; dreieckige 382; erster 
Kategorie 108/09, 117, 13^, 
365; gleicher Potenz 10, 58; 
Lam^sohe 356; rational ganze 
269; panalgebraisehe 395; po- 
lytrupische 336; Kib«ucour- 
sehe 299, 303, 305, 309, 311, 
400; transzendente (Einteilung) 
394 ff. ; triangu I är - symmetri- 
sche 353 ff.; trigonometrische 
251. 

Laguerre, E. 18, 117, 348, 384, 

400. 
Lame 356, 
Lampe, E. 170, 
Lebeau, V. 69. 
Letbniz 58, 124, 282, 290, 337, 

389. . 
Lemniskaten 12 ff; BernouUische 

14. 23, 26, 31, 134, 165, 361; 

Boothsche 12, 31, 161, 162, 165. 
Lerch, M. 289, 322. 
Lie-Scheffers 171, 338, 
Lie, Sophus 170, 338, 
Liguine 103, 
LimaQon 88. 
Lindelöf 284, 
Linienkoordinaten, axiale 374. 
Lionardo da Vinci 392. 
Lituus 276, 278. 
Logarithmische Linie s. u. Expo- 

n*»ntialkurve. 
Logarithmoide 387. 
Logozykltka 39. 
London, F. 338, 
Longchamps^ G. de 47, 48, 49, 

51, 82, 152, 155, 345, 371. 
Loria, G. 12, 16, 40, 55, 56, 58, 

59, 67, 68, 210, 310, 323, 363, 

394. 395, 397. 
Loxodrome 250, 264. 
— des Kreiskegels 388. 

Maclaurin, C. 14, 43, 134, 180. 
ifacZawrinscÄe Transformation 56. 
Magnus 62, 
Mannheim, A. 61, 227, 368. 



406 



Sach- Index. 



Mannheimsche Kurve 227, 823, 
368; der gleichseitigen Hy- 
perbel 312; der Kettenlinie 
283; der Kettenlinie gleichen 
Widerstandes 816; der höhe- 
ren Kreisevolventen 269; der 
Zykloidalen 237/39. 

— , verallgemeinerte 320, 323. 

Martus 236. 

Mehmke, R. 357, 

Menelaos, Satz desM. 103, 167. 

Meridiankurven der Rotations- 
flächen konst. Krümmung 
293 flf., 400. 

Meyer, W. Fr. 129. 

Mineo, C. 373. 

Modul einer zykloidalen Kurve 
201. 

Momentanzentrum 62. 

Montucci 37. 

Möbius 10. 

Müller, R. 39, 392, 

Multiplikatrixkurven 371. 

MuscheUinie Dürers 68. 

Münger, F. 71. 

Na^ir Eddin 111. 
Natürliche Gleichung 17, 171. 
Natürliche Koord. 170. 
Neüsche Parabel 54, 68, 331, 337, 

380 394. 
Nephroide' 139, 144, 201, 209, 

241. 
Neuberg, J. 69, 113, 145, 155, 
Newton 79, 103. 
Newtonsche diverg. Parabeln 54. 
Nikomedes 66. 
Noeuds 76. 
Normdienkurve der Parabel 53. 

Ocagne, M. d' 4, 62, 83, 
Onnen, H. 266. 
Ophiuride 37, 43. 
Orthokonchoide der Geraden 69; 

der geraden Strophoide 79 ; der 

Kappakurve 75. 
Orthoptischer Kreis 31. 
OvaZ, eigentliches 152. 
Ovoide 152. 
Ozanam 58. 



Tappua 249, 259. 

Para6eill8/19,137; divergierende 
54; höhere 330; kubische 331; 
semikubische s. Neilsche P» 

— als Ribaucoursche Kurve 300. 

— , natürliche Gleichung 135. 

ParaUelkurven 112; in Linien- 
koordinaten 115; in natür- 
lichen Koord. 121, 294; der 
regulären Astroide 113, 379^ 
398; der Delaunayschen Kur^ 
ven 294; eines Kegelschnittes 
129; der Klothoide 315\ der 
Nephroide 140; der log. Spi- 
rale 225. . 

— , Zerfallen der P. 116. 

ParaMroide 113. 

Parazykloide 212, 261, 365; ihre 
Polarreziproke 265. 

Pascal, Blaise und Stephan 88. 

PascaUche Schnecken 88, 92, 99, 
101, 102, 109, 118, 167/68, 199, 
211, 239, 308, 311, 321. 

— , Polarreziproke derselben 398. 

Peano, G. 2, 35, 43. 

Perks, J. 258. 

Perseus 25, 28. 

Peters, A. 170, 316. 

Petersen, J. 10, 

Petrovich, M. 319. 

Pirondini, G. 323. 

Plücker, J. 15, 95. 

Plückersche Linienkoordinaten 
114. 

Poinsot 263, 264. 

Polarkoordinaten 67. 

Polbahnen 63. 

Polhodü 264. 
^ Potentielle iriangulaire 345. 
' Potenzkurven 10. 

PolyzomcUkurven 84. 

Proctor 139. 

Proklus 25. 

Pseudoährenkwrve 263. 

Pseudokatenarien 288, 321. 

Pseudorhodoneen 262, 311, 865. 

Pseudosphäre 293. 

P^eudospiralen 323 ff. 

Pseudotraktrizen 292. 

Pseudotrochoide 261. 

Pseudoversiera 58. 
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Fseudozykloidalen 213. 
Pseudozykloiden 213; gespitzte 

215; ungespitzte 216. 
Ftolemäus 231. 

QtMdratrix d. Dinostratus 258/59. 

~, geometrische 25 L 

— des Tsohimhausen 251. 

^adrifolium 123 

Qiiartik, bizirkularö allgemeine 
97 1 bizirkulare rationale 6. 2 1 ; 
rationale aligemeine 237; mit 
drei Inflexionsknoten 18 ff. 

Quetelet, A. 39, 100. 

JRadicUen 362 ff; algebraischer 
Kurven 380; der binomischen 
Kurven 372; der Kegelschnitte 
370/71; der Kettenlinien M9; 
der KettenL gleichen Wider- 
standes 369; des Kreiaea 368; 
der höh. Kreisevolventen 372 ; 
der Paeudoepiralen 372; der 
Kichtungskurven 365; der 
Traktrizen 369; der Zykloi- 
dalen 364; der gewöhnlichen 
Zykloide 368. 

B^aumur 177. 

Mektifikationsachse 378. 

Uetali, y. 6, 4.% 56. 

MMville, H. de 4. 

Bhodoneen s. Rosenkurven. 

Richtutigskurven 117, 138, 365, 
390. 

Jtiemann 86. 

Ringkurve 93. 

Roberts, S. 159. 

Roberval 209. 

KdUurve 169, 181 ff. 

Mosmkurven 82, 123, 238, «241, 
242, 309, 311, 365. 

Rosenkurve 0" = i) 125, 142, 238, 
241; GM = i) 82, 238/39, 241; 
Inverse der letzteren 241. 

— , m. 4 Blättern 22, 72. 

Roulette 169. 

Euffini, F. P. 10, 

EiiükJcehrflachparabel 333. 

Rüükkehrkreis 189. 

Rückkehrepitzparabd 333. 



Salmon-Chemin 109, 347. 

8 almon- Fiedler 63, 84, 97, 130, 
366, 374. 

BanduhrkMTve 23, 361. 

— j gleichseitige 24, 

Sauf,rh&ck, P, BB^. 

Saussure, R. de 212. 

Savarysche Formel 183, 186. 

Scheffers, G. 33, 171, 400. 

Scheitßl 119. 

Schimvnack, R. 400. 

Schläfli, L, ii4. 

Schldfkurbel Sü. 

SchleifkurbHbewegung 165. 

Schleif^chifbfrbewegurtgl2ff., 165. 

Sckteifuch kbergetrieb e, .symmetri- 
sches 73, 77, 

Schlömilch, O. ^i, ^84. 

Schlömilch'Naetzsch 253. 

Schoenflies, A. ^-5. 

Schooten, F. ii;3. 

Schoute, P. H. i8, 56. 

Schraubenlinie 243/44, 248, 250, 

251, 256, 388. 
Schröder, H. iT'ö. 
Schröter, H. 5P, i47'. 
S'cfir<dÄMr5ci6eiu*r^u7it/ 156. 

Schwerpmiktslime 257. 
iScoCf, Ch. A. 83. 
Selbsikissoide des Kreises 13; der 

Parabel in bezug auf den 

Brennpunkt 399. 
Semikubische Parabel 54» 
Serret, J. A. 310. 
Serret'Scheffers 67, 129, 364, 

382. 
Sharp, Cur ran 266. 
Siebeck 30. 
Simson, R. 146. 
SimtsUnie 251, 322. 
Sinu^spirak 17, 25, 134, 225, 299, 

305, 309, 311, 354. 
Skarahäe 125- 
Sluse^ E. de 53. 
SluBesche Eonchoiden 53, 79. 
Sobotka, J. 2, 4, 84, 274. 
Spinnenlinie 199. 
Spiralen 272; algebraische 272, 

372; Archimedische 247, 249, 

252, 254, 269, 272, 273, 278, 
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311, 312, 319, 320, 365; GaU- 
leische 272, 273, 312, 321; ihre 
Inverse 274; Fermatsche 274, 
277, 278; ihre Inveree 276; 
hyperbolische 252, 254, 256, 
259, 274, 278, 319, 398; loga- 
rithmißche 219, 225, 229, 250, 
302, 309, 311, 319, 320, 348-51, 
354, 365, 388; höhere paraboli- 
sche bzw. hyperbolische (= bi- 
nomische) 274, 318. 372; para- 
bolische 275, 321; Poinsotsche 
263; Sturmsche 271, 312, 372. 

Spire 28. 

Spiriache Linien 28, 

— des Perseus 25 ff. 
Spitzparabel 332, 335. 
Spitzpunkt 113. 

Steiner, J. 142, lU, 146, 147, 

307. 
Steinersche Kvrve 142ff., 202, 209, 

237, 241, 361, 383, 384, 397. 
Stiner, G. 46. 

Strasznicki, 0. Schulz von 2. 
Strophoide 37, 45, 78, 109. 
— , gerade 39, 43, 52, 76, 78. 
Sturm, eil. 271. 
Stühler, E. 322, 400. 
Summenspirale 262, 319. 
Sylvester 271. 

Tangentenkurve der Parabel 48. 

Taniientenort, allgemein 396; der 
TF-Kurven 348; der Traktrix 
398; der hyperb. Spirale 398. 

Tangentenwinkel 120. 

Tannery, P. 71. 

Teixeira, G. 6, 30, 40, 108. 

Timmermanns 268. 

Toricelli 219. 

Tortolini, B. 392. 

Toms 28. 

Trajektorie 61. 

Trakforie der Geraden 290. 

Traktrix 290, 293, 297, 394, 398. 

— complicata 255; Krümmungs- 
zentrum 400. 

Transformation durch reziproke 

Radien 117. 
Tr^fle oblique 154. 
Trifolium droit 151. 



Trisekante 75, 81, 82, 400. 
l'rtsektrix von Catalan 55. 

— von de Longchamps 47, 82, 
124. 149, 241. 

— von Maclaurin 43, 51, 52, 53, 
124, 142, 238, 241; Klassen- 
erzeugung 398. 

Trochoidale Kurven (Trochoi- 

dalen) 230 ff.; ihr Krümmungs- 

mittelpunkt 239. 
— , gestreckte, verschlungene, 

gespitzte 234; sternförmige 

238 241 
Trochoiden 243, 308. 311, 312. 

— affine Kurven der T. 250. 
Tschirnhausen 55, 251, 389. 
Tschimhaunens Kubik 55, 119, 

136, 137, 138, 272, 302, 312, 390, 

391, 392, 400. 
Tsuruta, K. 365. 
Tucker 363. 

Uhlhorn 37. 
ünifolium 26. 

Varignon 219, 252, 318. 
y echtmann 16. 
Vektorenrechnung 34, 35. 
Verdet 314. 
Verfolgungskurven der Geraden 

392. 
Versiera 43, 57. 
Vierhlait, regehnäßiges 22, 123, 

238, 241. 
Visiera 43. 

Waüacesche Gerade 146. 
Wallis 199, 337. 
Wattsche Kurve 160. 
W'Kurven 328 ff., 353. 

— zweiter Art 352. 
Wellenfläche 100. 
Wendeflachparahel 333. 
Wendekreis 188. 
Wendespitzparäbel 333. 
Werth, 0. 394. 
Weyer. G. D. E. 276. 
Weyr, Em. 192. 
Whewell, W. 170, 266. 
Wieleitner, H. 11, 48, 57, 68, 

68, 81, 105, 129, 197, 250, 272, 
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311, 315, 320, 323, 331, 337, 

361. 
Wiener, Ch. 2, 4. 
Windmühle 22, 76. 
Wolf fing, E. 170, 199, 212, 227, 

258, 261, 303, 357, 392. 

Zahradnik, K. 43, 46. 
Zehnte, W, 206. 
Zweiblatt^ schiefes 155. 
— , gerades 151, 155. 
Zweihorn 82. 



Zwillingskurhel, gegenläufige 162 

bis 63. 
— , gleichläufige 164. 
Zyklische Kurve 112. 
Zykloidale Kurven (Zykloidalen) 

196 ff., 306, 396, 397; ihr 

Krümmungszentrum 205/06. 
— als Hüllkurven 206. 
— , sternförmige 201. 
Zykloide 198, 203, 209, 211, 300, 

302, 303, 309, 375, 378, 386, 

394, 396. 
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von 
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Formeln und Lehrsitze der Allgemeinen 
Hechonik 

in systematischer und geschichtlicher Entwicklung 

von 

Dr. Karl Heun, 
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Mit 25 Figuren im Text. 
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von 
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Preis: Kartoniert 90 Pfg. 
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Mit 25 Figuren. 
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lente der Stereometrie 

von 

Prof. Dr. Qustav Hotzmüller. 

I: Die Letirsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren, 

Preis brosch. M. G — , geb. M. 6.60. 

U: Die Bereclinung einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Preis brosch. M. 10.~, geb. M. mm. 

III: Die Untersuchung nnd Konstruktion schwierigerer 

Raumgebllde. Mit 126 Figuren. Preis brosch, M. 9.—, 

geb. M. aSO. 

1 1 V : Fo r tse t zun g der seh w i e ri ge r en U nter s uch u ngen. 

Mit 89 Figuren. Preis brosch. M. 9.—, geb. M. 3,80. 

iesesWcrk dürfte wohl eiadg in seiner Art dASteben, denn in ao um- 
Icr und grUndtidier Weise rst die Stereometrie noch itkht bebandeJt 
Das Wort ^element^ir'' i&t dabei so zu nehmen, daS die hdliere 
& und im slügemelnen aucli die ADä.]ylische Raumigeometrie ausge- 
en bJeiben, während die synthetische neuere GcometTte in den Kreis 
trachtungen hineingezogen W^rd^ soweit es die Methoden der dar- 
len Geometrie erfürdern. 

jle Figuren^ auf die ganz besondere Sor^aft verwendet worden ist, sind 
[konstruiert und fpist jede ist ein Beispiel der darstellenden Qeootetrte. 
rot^ des elementaren Charakters gebt diese neue Stereometrie weit 
la übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrstltzen umfangreiches Übung^- 
1^ betont die Konstruktion und die Berechnung gleiizhmü&ig und wird 
iBcf ^k«lt und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem der 
agenderen Lehrbüclier erreicht. 
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Eine Sammlung 

Gedüldspfelen» Kunststi^eken und 
fnterhal tu ngsauf gaben mathetnatisctier Natur 

von 

Dr. Hermann Schubertf 

[ Professor an der Q^teKilenschule des Johflnneums zu Hamburg. 

Große AusgabeCin 3 Bdn. gebunden k M. 4.—. ,* 

^Kleine Aipgabe gebunden M. 5.—. ^ 

bTion lerTittt^ÄAit, bandelt es sich hier um kein streng wisse oh*^* 

I Werl^ sondtfrit l|m ein Buch, in dem der Verfasser allerhand^ 

er Ding^e nJederjelei^t hat, die mit der Mathematik in Berührung" 

it denen sidh j^fer Gebildete ofl und j;ern in seinen Mußestunden i 

Essmduageiwnnf^ene , kritisch -historische Betrachtungen und r 

'*' i II glichen Probleme und Kunststücke, dlt io. ^ 



